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CHAPITRE 4
Séries numériques

Exercice 1:

(i) Pour tout N e N*, ona

i 1 _i(l 1)_ 1
Znm+1) Z\n on+l)] T N+1 N—+oo

donc la série converge et sa somme vaut 1.

(ii) Pourtout NeN*,ona

N n+1 N
> ln( ): Y In(n+1)—In(n) =In(N+1) +00,
n=1 n=1 N—+00
donc la série diverge.
(iii) Pourtout NeNavec N >2,0ona
N N N
1 2 1 1 1 1 1
Y =) )
=vVn-1 n n+l ;=5 vn-1 n =S vVn+l Vn
1 1 1
=1-—+ -—
VN VN+1 V2
1
1__)
N—+o00 \/z
L. 1
donc la série converge et sa somme vaut 1 — E

(iv) Pourtout NeNavec N >2,ona
N ((n 1)(n+1))

Zln(l——) Yin

= Z In(n+1)-2In(n) +In(n-1)
n=2

N N
= Z In(n+1)-In(n) + Z In(n—1) —In(n)
n=2 n=2

=In(N+1)-In2) —In(N) =In(2) +In (1 + %)

- ln(z))

N—+oo

donc la série converge et sa somme vaut —In(2).

Exercice 2:
(i) Si|x| > 1, alors la suite (kx¥) ken Ne converge pas vers 0, donc la série Z kex*
diverge grossiérement.

(ii) Pour |x| <1, onal'égalité
1- xn+1

Z k_
1-x
En dérivant cette égalité, on trouve

i k-1 Dx™(1—x)+(1-x"1h
= (1-x)? '

puis en multipliant par x, on obtient

n —(n+Dx"1-x)+1-x"
kxk =

(1-x)?
(iii) Comme |x| <1, on obtient avec I'égalité précédente

X

lim Z kxk X

n—+00 ¢ ( —x)z’

donc la série Z kx* converge et sa somme vaut

k>0 1-x)?
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Exercice 3 :

(i) Pourtout NeN, on a

N N N N N
n+1 n 1 1 1
E = E — + E —_—= —+ E —_
n=0 n! n=0 n! n=0 n! n=1 (n—-1D! n=0 n!
N-1 N
1 1
= — + E — 2e,

donc la série converge et sa somme vaut 2e.

(ii) Enécrivant n?—2=n(n-1)+n-2, onapour tout N € N

N 2 N
nc-—2 nn-1 n 1
3 3 (n—1) S0,y L
n=0 n! n=0 n! n=0 n! n=0 n!
N1 WA | 1
:E + _2 i

donc la série converge et sa somme vaut 0.
(iii) En écrivant
n=nn-1)n-2)+3nn-1)+n,

on obtient en procédant comme ci-dessus

N 3 N N N
n nn—-1)(n-2 nn-1 n
w_§nn-bn=) o) $on
n=0 n! n=0 n! n=0 n! n=0 n!
N N N
1 1 1
=2 3 +2
=5 (n—3)! = (n=2)! = (n-1!
N-3 1 N-2 1 N-1 1
= —+3 —+ — 5e,
n=0 n' n=0 n! n=0 n' N—+o00

donc la série converge et sa somme vaut 5e.

Exercice 4: On note u, le terme général de la série que 'on étudie.

. 1 i .
(i) On a uy, = 2/n? >0 et Z — est une série de Riemann convergente, donc
00 n

Z U, converge par comparaison.
(ii) Onalinégalité
VnelN, 0<|uyl< zin
Or Z L est une série géométrique convergente, donc Z u, converge par
2n
comparaison.
(iii) Ona u, = 1, donc la suite (u,) ne converge pas vers 0 et Z u, diverge gros-
sierement.
(iv) Lasuite (Juy|) est strictement positive et on a
Ups1l _ (n+ 1?47 1
lual 4T pZ Neweo 4

<1,

donc la série Z u, converge absolument d’apres la regle de d’Alembert, donc
elle converge.
279,2 1 - .
(v) On a uy, oo 12n° et Z—Z est une série de Riemann convergente, donc
o0 n
) u, converge par comparaison.
(vi) Lasuite (u,) diverge vers +o0o, donc Z u, diverge grossierement.

(vii) Lasuite (u,),en+ est strictement positive et on a

Uns1 _ (n+1)* e 4

Uy en+1 n2 N—+o00 :
On en déduit que (un+1/uy) converge vers e ! < 1, donc la série Y uy,
converge d’apres le regle de d’Alembert.

(viii) En utilisant I'inégalité |sin(x)| < |x| et en majorant le cos par 1, on obtient

T

1 . .
Or Z — estune série de Riemann convergente, donc Z u, converge absolu-
n

ment par comparaison, donc elle converge.
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(ix)

(x)

(xi) Avec un développement limité, on a

(xii)

La suite (u,) en+ €st strictement positive. On a

Ups1  (n+1)2sin(r/2"Y) /2"t 1 -1
B n2sin(r/2M) ’

Uy +oo /2% 2

donc Z u, converge d’apres la regle de d’Alembert.

On al'inégalité

< |cos(n)| < 1 1

X ~ T g
nd-n  nd3—nn—+oopd

est une série

1 . .

Or Z — est une série de Riemann convergente, donc Z
n3 nd—-n

convergente par comparaison. On en déduit que Z u, converge absolument

par comparaison, donc ) _ u, converge.

(xiii) Lasuite (u,) est strictement positive et on a

n

Up+1 _ (n+1)! n" 3 (1 1
u, (n+1)@+D pl n+1

De plus, on a avec un développement limité

" 1
= In|l-—
) exp(n n( m—l

|

o
n N—+00

-
n+1
-1

=exp(-——+ e
P n+1

On en déduit que (u,+1/u,) converge vers e”! < 1, donc la série Zun

converge d’apres le regle de d’Alembert.

1 1 1 1 (xiv) En utilisant la formule d’addition du sinus, on a
Uup=e—exp|nnf{l+—||=e-exp|n|———+o|—
" p( n)) p( (n 2n? (nz))) 1" (7w
1 1 1 1 Up = sin (—)
=e—-exp(l-—+of[—|]|=e—-e-exp[-—+o0— n n
2n n 2n n
1
=e—e (1 L +0 (l)) _° +o0 (l) -~ & >0 Ainsi |u,| ~ n/n®>>0et Z — est une série de Riemann convergente, donc
2n n 2n n)+o2n Lt n .
la série Z u, converge absolument par comparaison, donc elle converge.
1 L . ) .
Or Z - est une série de Riemann divergente, donc Z uy diverge par compa- | (xv) En multipliant par I’expression conjuguée, on obtient
raison.
V212 —
La suite (u,) est strictement positive et on a U, = 1 _ 1 — n-+ nc-1
VnZ—-1 Vn?+1 V(m2+1)n2-1)
n+l,—(n+1)? n
un+1 (n+ 1) (] ]. —2n-1 2 1
» = P = 1+; (n+1e . = ~—3>0
" e \/n4—1(\/n2+1+\/n2—1)+°°”
De plus, on a avec un développement limité
1
1)" 1 1 . .
(1 B _) _exp (nln (1 B _)) —exp(+0() .. Or ). 3 est une série de Riemann convergente, donc ) u, converge par
nn n N—+co comparaison.
On en déduit que (u,+1/u,) converge vers 0 < 1, donc la série Z u, converge | (xvi) On al'inégalité 0 < n~! < u, pour tout n € N* et Z n~! est une série de Rie-

d’apres le regle de d’Alembert.
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(xvii) Lasuite (uy) est strictement positive et on a

Upy1 _2-4---2n)-2n+2) n" (_ 1 )"

. =211
Uy (n+1)ntl 2-4---(2n) n+1

De plus, on a

(1_ nil)nzexp(nln(l_ nil))

o[-

-1

e

n+l 0(n+1)) N—+o0

On en déduit que (u,+1/u,) converge vers 2e7! < 1, donc la série Zun
converge d’apres le regle de d’Alembert.
(xviii) Onalinégalité
(n-D(n-D'+n!
(n+2)!

(n-1) 1
X + <
nn+)(n+2) @m+1)n+2)

o<u .

n <

1 . .
Or Z e est une série de Riemann convergente, donc Z u, converge par
comparaison.

Exercice 5: On al'inégalité

veeom, o< o o,
an P ’
S 1+t 1+t
donc en intégrant, on obtient
< < nln dr o 7'[2
O\Lln\ ) t t—ﬁ.

1 . . .
Or ) — estune série de Riemann convergente, donc la série )  u, est convergente
n
par comparaison.

Exercice 6 : On note u, le terme général de la série.
(i) On distingue trois cas.
e Cas|a|>1.Danscecas,ona
lal” 1
2n la|”

[unl ~ > 0.

+00 @

Or la série ) est une série géométrique convergente, donc la série

1
lal”
Z u, converge absolument, donc converge.
* Cas |al = 1. La suite (u#,) ne converge pas vers 0, donc la série Z uy diverge
grossierement.

e Cas |a|l < 1. Dans ce cas, on a |ujy| I la|™ > 0. Or la série ZIaI" est une
(e, 0]
série géométrique convergente, donc la série Z u, converge absolument,

donc converge.
Finalement, la série Z u, converge si et seulement si |a| # 1.
(i7) Lasuite uy, est strictement positive. On a
u (n+1)! nan _ 1 4"
ml — =+ 1-—| .
Un (n+1aln+l) gl n+l

De plus, on a avec un développement limité

1\ 1
(1— :exp(naln(l——)
n+l n+l
na n
:exp(— +o( ))
n+1l n+1
— exp(—a).
On en déduit que
u +o0 si ax<l
nlil}_l Indl _ el si a=1
—+00
Un 0 si a>1.

Finalement, d’apres le régle de d’Alembert, la série ) u;,, converge si et seulement
sia>1.
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Exercice 7 :

1. On déterminer un équivalent de («,,) en utilisant des développements limités.

Ona
1 1 1 1
ln(n+1)=ln(n)+ln(1+—)=ln(n)+———2+o —2)
n n 2n n
2 2 2 1
ln(n+2)=ln(n)+ln(1+—)=ln(n)+———2+0(—2).
n n n n
On en déduit

u,=0+a+b)Inn) +

a+2b a+4b ( 1 )
— o|l—|.
2n? n?
e Si a+ b # -1, alors la suite (u,) ne converge pas vers 0, donc la série Z Uy
diverge.
e Sia+tb=-1eta+2b#0,alors

1
Or la suite (v,) est de signe constant et la série Z — est une série de Riemann
n

divergente, donc la série Z un diverge.
e Sia+b=-1leta+2b=0équivauta a=-2et b=1. Dans ce cas, on a

u, ~ ——=<0
n +o0 nz <X Y
or la série Z — est une série de Riemann convergente, donc la série Z Uy

converge absolument, donc converge.
Finalement Z u, converge si et seulementsia=-2etb=1.

2. Pour calculer la somme de la série, on calcule la suite des sommes partielles.
Pour tout entier Ne Navec N >2,ona
N
Sy=)_ In(n)-2In(n+1)+In(n+2)

n=1

N N
=) Inm)-In(n+1)+ )_ In(n+2)-In(n+1)
n=1

n=1

N+2
=In(1)-In(N+1) +In(N+2) -1n(2) = —In(2) +ln( )
N+1

-In(2),

N—+oo

donc la somme de la série Z u, vaut —1In(2).

Exercice 8: On déterminer un équivalent de (u,) en utilisant des développements
limités. On a

3 a\1/3 a a2 1

\/n3+an=n(1+—) =nl1+—-—"_+0|—
n? 3n2 9nt

a a® +0(1)

3n 9nd n3)’

32 3 9 1
\/n2+3=nl+—2 =n|l+ — +o|—
n 2

n? 8nt nt

)
2n  8nd nd)

(a 3)1+(9 a2)1+(1)
Up=|=-—-=|—+|=-——=|—=+o|—=].
""\3 2)n (8 9)m n3

e Sia#9/2, on obtient

=n+

et

=n
On en déduit

a 3 1_

Un ~ 373 = vy

1
Or la suite (v;) est de signe constant et Z — est une série de Riemann diver-
n

gente, donc la série Z u, diverge.
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¢ Sia=9/2, on obtient 9

Uy ~ 0.
"o 813

. 1 . . .
Or la série ) — est une série de Riemann convergente, donc la série ) uy
n

converge absolument, donc converge.
Finalement Z u, converge si et seulement si a =9/2.

Exercice 9:
(i) On al’inégalité

VnelN, 0<max(u,,v,) <u,+uv,.

Or la série Z(un + vy,) est convergente, donc Z max(uy, vy,) est convergente
par comparaison.

(ii) On al'inégalité

Uy + Uy

0< Wit —vop)* & >

0< Vuyvp <
Or la série Z(un + v,) est convergente, donc Z Vup v, est convergente par
comparaison.

(ii7) En utilisant la méme inégalité que dans (ii), on a

Upvy, u? v? Up+ Uy

2Up+vy) 2

= U+ vy = 2(uy+vy)

Unv

L. n
Or la série ) (un + vy,) est convergente, donc ) | — est convergente par
Up+ Vp

comparaison.

Exercice 10:

1. La suite (uy) est positive, donc 0 < e”“»! < 1. On en déduit que

e_unfl

vneN*, 0<u,=

1
~ .
n n

On en déduit avec le théoréme d’encadrement que (u,) converge vers 0.

2. Comme (u,) converge vers 0, on a

e Un-1 1
~ —>=0.
n +on

Up =

1
Or la suite (u;) est positive et Z — est une série de Riemann divergente, donc
n

la série Z uy, est divergente par comparaison.

Exercice 11 : On montre les deux implications.
e Si Z u, converge, alors la suite (u,) converge vers 0. Ainsi, on a v, [ Un >0,
o0

donc la série Z vy, converge par comparaison.
* Réciproquement, si Z v, converge, alors la suite (v,) converge vers 0. De plus,
on peut écrire

A+up)vn=un < vp=uy(l-vy),

donc u, ~ v, >0,donc ) v, converge par comparaison.
+00

Exercice 12:

(i) Lafonction

fii2rool—=R, f(1)= s

est continue, décroissante et positive. D’apres le théoreme de comparaison
série - intégrale, on en déduit que

)3

Or pour tout réel f>2,0na

dt
tIn(t)

+00
converge < I[= f converge.
2

nln(n)

+00.

f At nan(e))? = In0n(8) - In(n()
5 tln(r) 2

p—+oo

Ainsi l'intégrale I est divergente, donc la série Z est divergente.

nln(n)
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(i) Lafonction

f:12,+0[— R, f(8)= m

est continue et positive. De plus, f est dérivable et on a

In* () (a+In(t)

Vi€ [2,+ool,
£21In%%(r)

fl =

Comme f'(#) < 0 au voisinage de +oo, on en déduit que f est décroissante au
voisinage de +oco. D’apres le théoréme de comparaison série - intégrale, on
en déduit que

)3

Or pour toutréel f>2,comme a#1,0ona

fﬁ dr
2 tln“(t)_

En prenant la limite lorsque a tend vers +oo, on en déduit que I, converge

1
nln%(n)

dt

+00
converge < I;= _
8 a fg tIn(r)

converge.

In'=%(¢)
l1-a

ﬁ 3 lnl—d(ﬁ) B lnl—u(z)
, l-a '

l1-a

si et seulement si a > 1. Finalement, la série ) _ converge si et seule-

nln%(n)
mentsia>1.

(iii) Lafonction

2, to0[— R, f() = ———
! ! tIn(8) In(n())
est continue, décroissante et positive. D’apres le théoreme de comparaison
série - intégrale, on en déduit que
1

2 nin(m) In(n(m) converge.

onverge < I—fﬂmL
8 L tIn®Indn(p)

Or pour toutréel §>2,0ona

b dr ;
fz TnoIndny ~ mdndn(l;

+00.

=In(In(In(p))) — In(In(In(2))) 5
—+00

1

————— est diver-
nin(n)In(n(n))

Ainsi I'intégrale I est divergente, donc la série Z
gente.

Exercice 13 : En encadrant les sommes avec des intégrales, on trouve

1
(i) Sp ~ 2v/n, (ii) Sy ~ In(n), (iii) Ry ~ —,
+00 +00 +oo n
. 2 ) ~ )
(iv) Sy +Oonln(n), @) Rp ~ N (vi) Sy +oonln (n),
.. In?(n) 4v2-2
(vii) S, ot (wiii) Up ~ 3 nyvn.
Exercice 14 :
1. On al’équivalent
a a
‘n2+a2 too 2’

1 . .

Or Z_z converge, donc la série définissant S(a) converge absolument par
n

comparaison, donc elle converge.

2. Lafonction t — a/(t? + a?) est décroissante et continue, donc on obtient ’en-
cadrement

adt a f” adt
2P+a?  nt+a® ) 2ra?

En sommant ces inégalités pour 1 < n < N, on obtient

fN“ adt <§ a <fN adt
1 B+a? T Entva T o 2va?
AN
Arctan(—)] ,
ajlo

b/ 1
— —Arctan(—) < S(a) <
2 a

n+l1
VneN\{0,1}, f
n

En calculant les intégrales, on obtient
N+l N

<y -2 <

~X ~X
1 = n?+a?

Arctan ( — )
a

puis en faisant tendre N vers +oo, on a

NS
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3. Finalement, dans I'inégalité précédentes, les membres de droites et gauches
tendent vers /2 lorsque a — +oco. On en déduit avec le théoreme d’encadre-

. /4
ment que al_lgloos (a) = 7

Exercice 15:

1. On montre que les suites (i) et (v,) sont adjacentes.
¢ La suite (u;) est décroissante, car

(=)

1 n+1 dl—
Ups1 — Up = (Hyp1 —In(n+1)) - (Hy, —In(n)) = —— —f — <0.
n+1 n t
e La suite (v,) est croissante, car
1 n+2 dt
Ups1—Upn = (Hpr1 —In(n+2)) - (Hp—In(n+1)) = — _f —=0.
n+1 n+1 t
e Ona

1
Up—vy,=In(n+1)-In(n) = ln(l + —)
nj) n—+oo

Finalement, les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

2. Comme les suites (uy) et (v,) sont adjacentes, elles convergent vers un réel y.

Autrement dit, on a u, =y + o(1), ce qui donne H, =In(n) +y + o(1).
3. Pourtout ne N*, on a
1 a b 1 (a+2b)n—>b
= +—- o = .
n2n-1) 2n-1 n ni2n-1) ni2n-1)
On en déduit que a+2b=0et —b =1 ce qui équivauta (a, b) = (2,-1).

4. Pour tout N e N*, on a

N 1 N 2

SR S S I A
nen-1 = @en-1) n ~=len-1 2n N

n=1
=2H,ny—2HNn =2(In2N) + v+ 0(1)) = 2(In(N) +y + o(1))
=2In(2) + o(1) 2In(2),

—+00

donc la série )_

converge et sa somme vaut 21n(2).
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