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CHAPITRE 4
Séries numériques

I - Convergence des séries numériques

Exercice 1 : Etudier la convergence des séries suivantes, puis en cas de conver-
gence, calculer leur somme.
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Exercice 2: Soient xe Ret neN.

1. Montrer que si |x| > 1, alors la série Z kx* est divergente.

n
2. On suppose que |x| < 1. En calculant la dérivée de la fonction x — Z x* de
k=0

n
deux facons, déterminer une expression de la somme Z kx*.

k=0
3. En déduire que si |x| < 1, alors la série Z kx® est convergente et déterminer
k=0
sa somme.
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Exercice3: Onadmetquee = Z — - Monter la convergence des sommes suivantes
n=0 1

et calculer leur somme.
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Exercice 4 : Etudier la convergence des séries de terme général suivant.
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Exercice 5: Etudier la convergence de la série de terme général défini par
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Exercice 6 : Soit a € R. Etudier la convergence des séries
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Exercice 7 : Soit (a, b) € R%. On note
VneN, u,=In(n)+aln(n+1)+bln(n+2).

1. Pour quelle valeur de (a, b) € R?, la série Z u, converge-t-elle?

2. Dans ce cas, calculer la somme Z U.
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Exercice 8 : Pour quelles valeurs de a € R, la série de terme général u,, défini ci-
dessous converge-t-elle?

VneN, u,=vVnd+an—vn2+3.

Exercice 9 : Soient Z u, et Z v, deux séries a termes strictement positifs conver-
gentes. Montrer que les séries suivantes sont convergentes.
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Exercice 10 : On consideére la suite (u,,) définie par 1 €]0, +ool et

—uy,

VrneN, upy=

n+1’

Montrer que (u,) converge vers 0 et étudier la convergence de la série Z Up.

Exercice 11 : Soit (i;,) une suite de réels positifs. On note

Un
1+u,

VnelN, v,=
Montrer que Z u, est convergente si et seulement si Z v, est convergente.

II - Comparaison séries-intégrales

Exercice 12: Soit a € R\ {1}. En utilisant une comparaison série - intégrale, étudier
la convergence des séries suivantes.
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Exercice 13 : En utilisant une comparaison série - intégrale, déterminer un équi-
valent des suites suivantes.

U | no]

() —, (i1) - (ii1) , (iv) In(nh),
kg:l k g k k§+1 kz
+00 n 2n

w ) L wh Y In®(k), i) Z n(k), wiii)y Y. Vk.
[l 2V4 k=1 k=n+1

Exercice 14 : Pour a € R, on note

+00 a
S(a) = _
(@) ,;1 n? +a?

1. Montrer que la série définissant S(a) est convergente.
2. Encadrer S(a) avec des intégrales pour tout a > 0.
3. En déduire la limite de S(a) lorsque a — +oo0.

III - Développement asymptotique de la série harmonique

Exercice 15 : Pour tout 7 € N*, on note
no1

HYL:Z%)

k=1

u,=H,—-In(n) et v,=H,—-In(n+1).

1. Montrer que les suites (u,) et (v,;) sont adjacentes.
2. En déduire qu'il existe une constante y € R telle que

H,=In(n)+y+o0(1).

3. Montrer qu'il existe un unique couple (a, b) € R? tel que
1 a b

VneN¥, = +—.
n2n-1) 2n-1 n

4. Justifier que la série _
a L @m0

lisant les questions précédentes.

est convergente et calculer sa somme en uti-
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