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CHAPITRE 11

Séries de Fourier

Exercice 1 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.
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1. Comme f estimpaire, on a a, = 0 pour tout n € N. D’autre part, on a

vYneN*, b,=

niw

_20-DY

En distinguant selon la parité de I'indice n € N*, on obtient

VPEN, bg,,zO et b2p+1:

2. Comme la fonction f est 2r-périodique et de classe 4’ par morceaux, on a par
le théoréme de Dirichlet que la série de Fourier de f converge vers la régulari-

4

Cp+1)m

sée f de f qui, par hypothese dans cet exercice, est f. On a donc

+00

VXeR, flx)=)

En particulier pour x =7/2, on a

+00

4 . AN
1= p;o—(zp"' D sm((2p+ 1)5) =

p=0 2Cp+1)m

sin(2p + 1)x).
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On en déduit que
+i° =D =

p=0

2p+1) 4
D’autre part, si on applique le théoreme de Parseval, on obtient
2 8 +00

Z (2p+ @2p+1)2

——f £ dt——f(L
a @p+1)n

On en déduit que
+00 1 7.[2

p;) @p+12 8

. La série de terme générale 1/n? est convergente. On peut écrire

2n 1 n 1 n—-1 1 120 1 n-1 1
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On a en passant a la limite
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De méme, la série de terme générale (=11 /n? est convergente et on a

2n (_1)k+1 ( 1)2p+1 n-1 (_1)2p+2 1 -1 1

n
I; k* ,;1 2p? o @p+1? __,,Zl p? 0(2p+1)2’
donc en passant a la limite
+00 (_1)n+1 1 71'2 7.[2 +00 (_1)n+1 7.[2
Z 2 ==+ — = Z > = —.
1on 46 8 = n 12
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Exercice 2: On commence par tracer le graphique de la fonction f.

y

3% _on - ™ 21 3w

1. Comme la fonction f est paire, on a b,, = 0 pour tout n € N*. D’autre part, on a

2((-1N"-1)

et YneN*, a,= >
nlm

T
ag = —
2

En distinguant selon la parité de I'indice n € N*, on obtient

4

t VpeN*, -
¢ P 2p-1)2n

T
Ll():z agp:O et dzp-1=-

2. Comme la fonction f est 27-périodique, continue et de classe 4’ par mor-
ceaux, la série de Fourier de f converge vers la régularisée f = f d’apres le
théoreme de Dirichlet. On a donc

+00

—4
VxeR, f(x)= >+ p;om cos((2p + 1)x).

En particulier pour x =0, on a

donc
Jio 1 ?
SZoep+1? 8

217

D’autre part, si on applique le théoréeme de Parseval, on obtient

7.[2 1 2n ) T\2 ] T 4 2
—=— pide=|=] += Y [————
3 271[0 o (2) 2; (2p+1)2n)
2 8 +00
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On en déduit que
Ji" 1 _
Zo@p+1t 96

3. Lasérie de terme générale 1/n? est convergente. On peut écrire
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On a en passant a la limite
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De méme, la série de terme générale 1/n? est convergente et on a

2n 1 n 1 n-1 1 1 21 n—1
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k=1 p=1@2p)* ;S @2p+1) p=1P —02p+1)
donc en passant a la limite
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Exercice 3: On commence par tracer le graphique de la fonction f.

1. Comme la fonction f estimpaire, on a a, = 0 pour tout n € N. D’autre part, on
a par le calcul

1
vrneN*, b,=-—.
n

2. Comme la fonction f est continue par morceausx, le théoréme de Parseval s’ap-
plique et on obtient

1R, 1RX(1)?
—=— n*de==3 =],
271 Jo f() ZZ(n)

n=1

donc

7[2

5

+

o0

1
=1
3. Comme la fonction f est 27r-périodique et de classe €’! par morceaux, la série

de Fourier de f converge vers la régularisée f de f d’apres le théoreme de
Dirichlet. Comme f = f, on a donc

+00 i
VxeR, f@=Y s1n(nx)‘
n=1 N

Pour 0 €]0,27[, ona f(0) = (r—6)/2, donc

0 sin(nO) -0

)3

n=1

n 2

Exercice 4: On commence par tracer le graphique de la fonction f.

y
MW
+ + + + + + X
37 - - ‘ n 2 3n
1. Pourtoutréel xeR, on a
fx+m) =|cos(x+m)|=]|—-cos(x)| =]|cos(x)| = f(x),

donc la fonction f est m-périodique.

2. Comme la fonction f est paire, on a b, = 0 pour tout n € N*. D’autre part, on a
par le calcul
(-1) n+14

et VneN", _ .
4n2-1n

2
ag=— a =
7
3. Comme lafonction f est z-périodique, continue et de classe 4! par morceaux,
la série de Fourier de f converge vers la régularisée f = f d’apres le théoreme
de Dirichlet. On a donc
+00 (_ 1) n+14

2
|cos(0)] = —+ > —cos(2nx).

VxeR, -
= (an?-1)

En particulier pour x =0, on a

2 oo (_1)n+14

P L @an2-Dn’

n=1

1=

donc
400 (_1)n+1 T—2
)y @4n2-1) 4

n=1
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Exercice 5: On commence par tracer le graphique de la fonction f.

1. On a par le calcul pour tout n € N*

ean _ e—an (_l)na(ean _ e—OLT[)
ajgy=—"— ay = ’
0 2na " m(a? + n?)
(_1)n+1n(ean _ e—an)
bn =
n(a®+ n?)

2. Comme la fonction f est 2z-périodique et de classe ! par morceaux, la série
de Fourier de f converge vers larégularisée f d’apres le théoréme de Dirichlet.

On adonc
+00

ap+ Y_ ancos(nx) + by, sin(nx).
n=1

VxeR, f(x)=

En particulier pour x =0, on a

1 3 ean _ e—om N +Zoo (_l)na(ean _ e—om)
2na = n(a?+ n?)
donc
i" (=nn 1 ( 2amn 1)
=nt+a? 2a%\em—eom '
De méme, pour x = 7, on trouve
el | g am el _ @=@m  +00 a(ean _ e—aﬂ)
= + Z 2. .2y
2 2na =1 7la“+n)
donc
i" 1 1 edm 4 e~am )
= n2 + az 2&2 edm _ p—an

Exercice 6 : On commence par tracer le graphique de la fonction f.

y
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1. Comme la fonction f est paire, on a b, = 0 pour tout 7 € N*. On a par le calcul

sin(a)
ay=———, Vn
an

_12asin(am)

e N¥, .
n(n?—a?)

anp=(-D"
2. Comme la fonction f est 2zm-périodique, continue et de classe 4! par mor-

ceaux, la série de Fourier de f converge vers la fonction f d’apres le théoréme
de Dirichlet. On a donc

sin(anm) *= 2asin(an
VXeR, f(x)= ( ) Z( " 1—()) 0s(7nx).
En particulier pour x =0, on a
sm((xn) Jio( 1y 1 2asin(am)
a(n?-a?)’
donc
oo (-7 1 ant
Z 2 53 T L
=1 he—a®  2a° \sin(anr)
De méme, pour x = 7, on trouve
sin(ar) * 2asin(an
cos(an) = ( ) Z( " 1—( 2)) (-D",

donc
1 1-— ancotan(an)

2a?

— 12— a?

+00
2.
n=1
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Chapitre 11 - Séries de Fourier - Corrigés
D’autre part, si on applique le théoréeme de Parseval, on obtient

1t (ZSin(na) )2

3. Pour x = 7, on obtient
sin(am) X 2asin(an) a 1 [ a\2
cos(am) = —-——+ ), ——5— o —= | rrde= () 42 X
an o1 tlas—ne) T 21w Jo b4 22 nm
En posant @ = x/m pour x ¢ nZ, on obtient donc
togin2(an) a(m—a)
sin(x) % 2xsin(x) > 2z~ 5
cos(x) = Z 5 5 n=1 I
X =1 X=— (nm)
Exercice 8: On commence par tracer le graphique de la fonction f.
ce qui donne le résultat en divisant par sin(x).
y
Exercice 7: On commence par tracer le graphique de la fonction f. /\m/\
y # ¥ Y ¥ ¥ * X
3 —2m -n ‘ m on 37
*—e o—l—o *—e
: e - ¢ > - e - x La fonction f : x — |sin(x)| est continue et 7-périodique. Comme elle est paire, on
=37 - - - /4 T
g a b, = 0 pour tout n € N*. On a par le calcul
2 . -4
ap=— et VneN', ap=————.
n(4n--1)

1. Comme la fonction f est paire, on a b, = 0 pour tout n € N*. On a par le calcul
T

B 2sin(na)

a *
ap=—, VYneN’, ap= . S .
n’ ' nr Comme la fonction f est m-périodique, continue et de classe ¢! par morceaux, la

série de Fourier de f converge vers la fonction f d’apres le théoreme de Dirichlet

+00 _4

On adonc
VxeR, |sin(x)|=—+ —
T o ndns-1)

2. Comme la fonction f est 27-périodique, continue et de classe 4! par mor-
cos(2nx).

ceaux, la série de Fourier de f converge vers la fonction f d’apres le théoréme

de Dirichlet. On a donc
En prenant x =0, on trouve

+00 9 ¢j
VxeR, f(x)= Ly Y Mcos(nx).
S 2 4t ]
G
nomp(An?-1)

Ainsi, en utilisant cette relation, on obtient

+00 9 i
1:g_FZZsm(na).

sin@l= 23— (1~ cos2nn)
sin(x _”n=1 GZ=1) cos(2nx)).

En particulier pour x =0, on a

T = nm
donc
+i° sin(na) nm-a
= n o9 Finalement, comme 1 — cos(2nx) = 2sin?(nx), on obtient le résultat.
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Exercice 9: On commence par tracer le graphique de la fonction f.

y

On a pour tout x € R I'égalité

=x+1-|x]-1=f(x),

fx+)=x+1-[x+1]

donc f est 1-périodique.
On a par le calcul pour tout n € N*

1 1
ag=-, ap,=0 et b,=——.
2 n
Comme la fonction f est 1-périodique et de classe €' par morceaux, la série de
Fourier de f converge vers la fonction f d’apres le théoréme de Dirichlet. De plus,

la fonction f est continue sur R\ Z, donc pour tout xe R\ Z, on a

~ 1 1% 11’1(27‘”1)6)
f=f=7 n; -
Exercice 10:
1. Avec une intégration par parties, on a
1 2m
an(fy== f'(t)cos(nr)dr
T Jo
1 o 2n )
=—[f(H)cos(n)ly" +— f(©)sin(nt)dt
b4

=nby(f).

De méme, on a b, (f') = —na,(f).

6/7

2. On commence par remarquer que
21

f(ndr=o.

ag= —
21

Comme la fonctions f est 2w-périodique et continue, on a par le théoréme de
Parseval

2r +00
fo f)de = 7” > ( (@n ()% + ba(f)?)

On peut majorer, puis utiliser les égalités de la question précédente

+00

21
FH2dt < 27” Y ((— nan(f))* + (nbn(f))z)

n=1

<2n(an()+3 2 (an (1 50 (1)

En appliquant le théoreme de Parseval a la fonction f’ qui est continue, on
obtient finalement

21 21
f(p*dt <f fl(p*de.
0 0

On a égalité si et seulement si |a, (f)| = [na,(f)l| et |b,(f)| = Inb,(f)| pour tout
entier n € N*. On en déduit que I'on a égalité si et seulement si

bn(f)IO

Comme f est de classe ¢!, le théoréme de Dirichlet s’applique, et la condition
ci-dessus équivaut a

vYreN*, n>2 = ay(f)=

3(a,b) eR?, VxeR, f(x)=acos(x)+ bsin(x).

Exercice 11:

1. Lafonction vérifie les hypothéses du théoréme de Parseval, donc les séries nu-

mériques Z an(f)? et Z b, (f)? convergent. En particulier, on en déduit que
n=1 nz=1

les suites numériques (ay (f)z)neN et (bn(f)z)neN* convergent vers 0, donc les
suites (a,(f)) nen €t (b, (f)) nen+ convergent vers 0.
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2. On démontre la propriété que I'on note & par récurrence sur k € N.

* Initialisation : Pour k = 0, il s’agit de la premiére question.

e Hérédité : Soit k € N tel que &, est vraie. Si f est une fonction T-périodique
de classe €**1, alors f' est une fonction T-périodique de classe ’*. Par hy-
pothese de récurrence, on en déduit que a, (') = o(n~%) et b, (f") = o(n™5).
De plus, avec une intégration par parties, on a

T
dn(f)=%j; f(£)cos(nwt)dt
' 1T , sin(nwt)
nw 0_?[0 ro nw de

el )l

sin(nwt)

=Hf(t)

nw nw \nk

De maniére analogue, on montre que by, (f) = o(n~**1).

Finalement, on a montré &7 pour tout k € N.

717



http://vonbuhren.free.fr

