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Introduction

Une série entiere est une fonction définie sur une partie de C de la forme
+00
fiz— Y apz" avec (ap)nen € cN.
n=0

Il est naturel de se demander si’ensemble de convergence de la série
ci-dessus et si la fonction f admettent des propriétés remarquables.

Au XVII¢ siecle, les découvertes de Brook Taylor ont initié le développement
d’'une méthode de résolution pour les équations différentielles linéaires
(que nous verrons dans un chapitre ultérieur) en recherchant les solutions
sous la forme d’une série entiére.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous commencerons par étudier les résultats généraux
portant sur la convergence des séries entieres. Dans un second temps, nous
établirons les propriétés remarquables d'une fonction réelle définie par la
somme d’'une série entiere. Finalement, nous verrons que la plupart des
fonctions usuelles s’écrivent sous la forme d'une somme de série entiere.

Dans tout le chapitre, on considere une suite (a,) nen € cN.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Définition (Série entiere)

Une série entiéere est une série de la forme Z a,2" ot (ay) neny € CN et z
désigne une variable complexe.

Lemme d’Abel

Si la suite (a,1"") est bornée pour un réel r > 0, alors pour tout
complexe z € C vérifiant |z| < r, 1a série Z anz" est absolument convergente.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Définition (Rayon de convergence)

On appelle rayon de convergence de la série entiere Z anz"
I'élément Re R, U {+oo} défini par

R=sup {r € R, |la suite (a, ™) N est bornée} .

Proposition 1

Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R = 0.

(i) SizeC avec|z| <R, alors Z anz" converge absolument.

(ii) Size C avec |z| > R, alors Z anz" diverge grossiérement.

A\
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

ATTENTION

IIn’y a pas de regle générale pour la convergence de série Z anz" pour les
nombres z € C tels que |z| = R. Il faut étudier au cas par cas.

Pour déterminer le rayon de convergence d'une série entiere Z anz", il
suffit d’étudier pour quelle complexe z € C la série entiere Z anz" converge
absolument.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Exemple 1

On cherche le rayon de convergence R de la série entiere Z n2"z". Pour
tout z€ C*, en notant u, = n2"z", on a

ltns1l  (m+1)27 L |zH1 2(n+1)| | "
= = 2| Zl.
277 n2"|z|" n n—+00

Par la regle de d’Alembert, on en déduit que la série Z n2"z"* converge
absolument si 2|z| < 1 et diverge grossierement si 2|z| > 1. On en déduit
que R=1/2.

Proposition 2

Les séries entieres ) a,z" et ) na,z" ontle méme rayon de convergence.
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I - Convergence d’une série entiére B - Disque et intervalle de convergence

Définition (Disque ouvert et intervalle ouvert de convergence)

Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R = 0.

(i) Le disque ouvert de centre 0 € C et de rayon R est appelée le disque
ouvert de convergence.

(ii) Lintervalle | — R, R[ est appelée intervalle ouvert de convergence.

Remarque 2

Dans le cas ou1 R = +oco le disque ouvert de convergence est C et 'intervalle
ouvert de convergence est R.
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I - Convergence d’une série entiére B - Disque et intervalle de convergence
Ilustration

On peut résumer la situation avec les deux schémas ci-dessous.

Disque ouvert de convergence
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I - Convergence d’une série entiére B - Disque et intervalle de convergence

Ilustration

On peut résumer la situation avec les deux schémas ci-dessous.

Divergence Convergence

Divergence

grossiére absolue grossiére

-R 0 R

Intervalle ouvert de convergence

TSI 2 - Chapitre 8 - Séries entieres



II - Somme d’une série entiére d’'une variable réelle

Dans cette partie, on fixe une suite réelle (a,) € R".

Définition (Fonction somme)

Si Z anx"* est une série entiere de rayon de convergence R = 0, alors sa
fonction somme est la fonction f:] — R, R[— R définie par

+00
Vxel-RRl, f(x)=) anx".
n=0
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II - Somme d’une série entiére d’'une variable réelle

Théoreéme de dérivation terme a terme

Si Z anx" est une série entiere de rayon de convergence R > 0, alors sa
fonction somme f est de classe ¥’ sur | — R, R[. De plus, on a

+00
Vxel-RRl f(0)=) nax"".
n=1

Remarque 3

D’apres la proposition 2, une série entiere et sa série entiere dérivée ont le
méme rayon de convergence.
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I - Somme d’une série entiére d’'une variable réelle

Théoréme d’intégration terme a terme

Soit Z a,x"* une série entiére de rayon de convergence R > 0. Si [a, b] est un
segment inclus dans ] — R, R[, alors on a

b +oo

Z ant" dt = Z an t”dt.

Exemple 2

La série entiére Z x"" a pour rayon de convergence R= 1. Comme le
segment [0, 1/2] est inclus dans ] — 1, 1[, on a avec le théoréeme ci-dessus que

1/2 dr 1/2 +oo
In@) =[-In(1-9]y* = fo 1—:/0 Y "de

-1 n=0
+oo p1/2 +00 1
= t"dr = —
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III - Fonctions développables en série entiére A - Généralités

Définition (Fonction développable en série entiere)

Soit I un intervalle ouvert contenant 0. On dit qu'une fonction f: I — R est
développable en série entiere s’il existe une série entiere Z anx"
convergente sur [ telle que

+00
Vxel, fx)=) anx".
n=0

Remarque 4

Légalité dans la définition précédente s’appelle le développement en série
entiere de la fonction f.
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III - Fonctions développables en série entiére A - Généralités
Proposition 3

Avec les notations de la définition précédente : si f': I — R est développable
en série entiere, alors on a

B f(n) (0)

VneN, a,=
n!

Corollaire 1

Si une fonction est développable en série entiére, alors son développement
en série entiere est unique.

On peut reformuler le corollaire précédent. Si Z anx" et Z b,x" sont deux
séries entieres admettant un rayon de convergence R> 0, alors on a

+00 +00
Vxel-RR[, ) anx"=) bpx" & VneN, a,=b,
n=0 n=0
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I1I - Fonctions développables en série entiére

Voici le développement en série entiére de certaines des fonctions usuelles.

B - Développement en série entiére des...

. . . Intervalle ouvert Rayon de
Développement en série entiére
de convergence | convergence
1 +00
— = x" I=]1-1,1 R=1
—x n;) ] [
1 +o00o non
—_— = 1)"x I=]1-1,1 R=1
T ZO( ) ] [
+00 xn
Inl-x) = - — I=]1-1,1] R=1
n=1 1
+00 ( 1)n+1
Inl+x = —x" I=]1-1,1[ R=1
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I1I - Fonctions développables en série entiére

Voici le développement en série entiere de certaines des fonctions usuelles.

B - Développement en série entiére des...

. . Intervalle ouvert Rayon de
Développement en série entiere
de convergence | convergence
+00 xn
exp(x) = — I=R R=+o00
n=0 n!
+00 n
cos(x) = -n" I=R R=+00
,gb 2n)!
+00 n+l
sin(x) = - I=R R=+
) ,;)( e+ o
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III - Fonctions développables en série entiére B - Développement en série entiére des...

Théoréme 1

Soit @ € R. On a la relation

19 q@-1)(@-n+1
Vxel-11, (+x¢=1+y o D@znrl,,
n=1 n.

Remarques 6

a) Sia eR\N,lerayon de convergence de la série entiére ci-dessus
est R=1.

b) SiaeN, le rayon de convergence de la série entiére ci-dessus

est R= +oo (car la somme est finie) et la relation précédente est valable
sur R (on retrouve le bindme de Newton).
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IV - Exponentielle complexe

Rappelons que I'’exponentielle d'un nombre complexe z = x+iye C
avec (x,y) € R? est le nombre complexe défini par

exp(2) = e*e? = e*(cos(y) +isin(y)).

Théoreme 2

Pour tout z€ C, on al'égalité

+00 N

exp(z) = 2 —
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