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Exercice 1: On note R le rayon de convergence de la série entiére S étudiée.
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CHAPITRE 8
Séries entieres
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On en déduit avec la regle de d’Alembert :
* Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 3, alors S converge absolument.
e Si¢>1, cequiéquivaut a |z| > 3, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R = 3.
Pour ze C*,on a
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Pour tout ze C*, ona ¢ < 1, donc la série S converge absolument. On conclut
que R = +oo.
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On en déduit avec la regle de d’Alembert :

* Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si¢>1,cequiéquivauta|z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclutque R=1.
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(v)

(vi)

(vii)

On en déduit avec la regle de d’Alembert :

e Si ¢ <1, cequiéquivaut a |z| < e~'/3, alors S converge absolument.
* Si¢>1, cequiéquivaut a |z| > e~'/3, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R=e"1/3,

Pour ze C*,on a

lup+1l  (n+1)!

| - |z| = (n+1)|z| +oo="¢.
n .

n—-+oo
Pour tout z€ C*,ona ¢ > 1, donc la série S diverge grossiérement. On conclut
que R=0.

Pour zeC*,ona

-1
lup+1l  [2n+2)(2n
7™ A n+1)ln
On en déduit avec la regle de d’Alembert :
e Si¢ <1, cequiéquivauta |z| < 2712 alors S converge absolument.

* Si¢>1, cequiéquivaut a |z| >271/2, alors S diverge grossierement.
On conclut que R=2"1/2,

., Cn+2)@2n+1), ,
|2* = ——|z|
(n+1)

4)z* =».
—+00

Pour ze C*,on a

Va+(n+1)?
z| = |z|
Va4 + n?
On en déduit avec la regle de d’Alembert :
e Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si¢>1, cequiéquivauta |z| > 1, alors S diverge grossierement.
On conclutque R=1.
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(viii) Pour ze C*,ona

[ups1l  In+1+i] [2+in|

= - — |z lz| = ¢.
174 [2+i(n+1)| |n+il

n—+oo
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On en déduit avec la regle de d’Alembert :

* Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si¢>1, cequiéquivauta|z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclutque R=1.

(ix) Pourze C*,ona

lupnl _ [L+i" n2" 2
= Zl =
7 (n+1)27+1 |1 +j|» (n+1)2

s B

On en déduit avec la regle de d’Alembert :
e Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 2!/8, alors S converge absolument.

e Si ¢ >1, ce quiéquivaut a | z| > 2176 alors S diverge grossierement.

On conclut que R =216,

(x) Pour ze C*,on a

|Uni1l _ (3n+3)!(n!f‘Zg_(3n+3)(3n+2)(3n+1)lzI3
lual — (m+1H3@Bm! " (n+1)3

— 2712 = 2.
n—+oo

On en déduit avec la regle de d’Alembert :

e Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 1/3, alors S converge absolument.
e Si¢>1,cequiéquivauta |z| > 1/3, alors S diverge grossiérement.
On conclut que R =1/3.

(xi) Pour ze C*,ona
|Z|(n+1)2 0 si lz| <1

[Un+1l 2n+1 .
- g AT am ey L st A=l
n z +oo si |z|>1

On en déduit avec la regle de d’Alembert :

* Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si¢>1, cequiéquivauta|z| > 1, alors S diverge grossiérement.
On conclutque R=1.

2n z/3
V2 123 |z iy
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(xii) PourzeC*,ona

1)! 0 si |z|<1
ltn1l  12l™ ‘ .
l” BT :|z|’”’!———»Jr (= 1 si |zl=1
Uy zl|™ n—+oo

+oo si |z|>1

On en déduit avec la regle de d’Alembert :

e Si¢ <1, cequiéquivaut a |z| < 1, alors S converge absolument.
e Si¢>1, cequiéquivauta |z| > 1, alors S diverge grossierement.
On conclut que R =1.

Exercice 2 :

1. On essaye d’appliquer la regle de d’Alembert. Pour x € R*, on a

‘(,,H 1D gntl ynen

ap =

_(n+1!
|n(—1)nxﬂ| - n(_l)n

|x.

Pour tout p € N, on obtient

_ | x| 0
2p2p+1) p—+oo

et axp1=02p+2)2p+ 1)|x|

a +o0,
2p p—+oo &
donc la suite (a,) ,en+ ne converge pas et la régle de d’Alembert ne s’applique

pas.

. Il suffit de distinguer selon la parité de I'entier n € N* pour vérifier que 'inéga-

lité est vraie.

. Notons R le rayon de convergence de la série entiere que I'on étudie. Par la

question précédente, on a

|x]" (=D)" . n n
—<n [x|” < nlx|”.

vneN*, 0<
De plus, on remarque avec la regle de d’Alembert par exemple que les séries
entieres Z x"Inet Z nx" ont pour rayon de convergence 1.
e Si|x|>1, alors la série Z |x|"/n diverge, donc Z =" x| diverge par com-
paraison. Ainsi R < 1.
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* Si |x| < 1, alors la série ) n|x|" converge, donc Zn(_l)nlxln converge par
comparaison. Ainsi R > 1.
On conclutque R=1.

Exercice 3: Pour x€e R*,ona

_sin(x)_1+°° " x2n+l _+oo " x2n
fo=— ——go( V' T n;o( D T

De plus, I'égalité précédente reste valable pour x = 0. Comme f s’écrit sous la forme
d’une série entiere, on en déduit d’apres le cours que f est € sur R.

Exercice 4: Pour x€ R*,ona

e*—1 1 (T0 x7 +a>xn—1 00 4m
X x\;=on! = o Son+1)!

On prolonge f a R en posant f(0) = 1. L'égalité précédente reste valable pour x = 0.
Comme f s’écrit sous la forme d'une série entiere, on en déduit d’apres le cours
que f est € sur R.

Exercice 5 :

(i) Par définition, pour tout x € R, on a
+00 xn
at = exln(a) — Z lnn(a)_.
n=0 n!

Lexpression précédente étant valable pour tout x € R, le rayon de conver-
gence de cette série entiere est +oo.

(ii) Pourtout x€eR,ona

+00 ¢ o0 yn
ea+x:ea ex:eaz i ea_.
- n! = n!
n=0 n=0

Lexpression précédente étant valable pour tout x € R, le rayon de conver-
gence de cette série entiere est +oo.

(iii) Pourtout x€]—a,al,ona

+00

In(a+ x) =In(a) +ln(1 +— ) =1In(a) + Z

)n+1 xn

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est a.

(iv) Pourtout x€]—a,al,ona
11 1 1 too 1 Jio x"
a-x a l-(x/a) a =at o attt

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est a.

Exercice 6 : On note f la fonction que I'on souhaite développer en série entiere.

(i) Pour xeR,ona f(x) =e*cos(x) = Re(e'*D*) donc

+00 (1 +i)nxn +00 2}1/2 ni "
—Re(z T)— Z p COS(T)X .

n=0 n=0

fx)

L'égalité étant valable pour tout x € R, le rayon de convergence est +oco.

(ii) Pour xeR,ona

1 =n” one1_ N> (ZD"4" 500
flx)= sm(2x) nzo el 2x)*"+ = n;o TPTETLA

L'égalité étant valable pour tout x € R, le rayon de convergence est +oo.

(iii) Pour tout x € R, en linéarisant sin3, ona

f(x) =sin 3 == sm(x) - ;lsm(?)x)

3 +00 2n+1 (3x)2n+1
__,;0(_) @2n +1)'_Z,,;0(_) @en+1)!

3 32n+1) x2n+1

_Z( O ( 4 Jen+1)!

L'égalité étant valable pour tout x € R, le rayon de convergence est +oo.
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(iv) Pour x €] —1,1], on peut écrire
f(x)=In(x*-3x+2) =In(2-x)(1 - x)) =In@2 - x) +In(1 - x)
X
:ln(2)+ln(1—§)+ln(1—x)

=In(2) - - —
n=1 2""n n=1 N
+00 1 xn

=n@) - ) (—+1 —.
n=1 2" n

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 1.

(v) Pour xe]—-1,1[,ona

1 +00 +00 +00
fR=0+0-——=0+x0) Y "=Y x"+ Y 1"
I-x n=0 n=0 n=0

En effectuant un changement d’'indice k = n+1 dans la seconde somme et en
sortant le premier terme dans la premiere somme, on obtient

+00
fO=1+) 2x".

n=1
On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 1.

(vi) Onremarque que pour x €] —2,2[,ona

£ 1 1 1 1 1 1 1
X)) = = —_ = — —_——
(x+2)(x+3) x+2 x+3 2 1+(x/2) 3 1+(x/3)
1+oo xn 1+oo xn
=- ) L —— .
2,1;0( )" 3’;0( )"

+o00o 1 1
— n n
- nz—o(_l) (2n+1 - 3n+l ) X

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 2.

(vii) Pourtoutxe]—1,1[,ona

1+x \/1+x_ 1+x

fla= 1-x 1+x V12
De plus, on a
1-—x2
1 ((-1) (-3) (—2n+1 2n
=0 G )55 e

10 1.3...2n-1
1:3--@n=1) an

=1+
n;l 2"n!
Or,on a
2n)! 2n)!

2:4---2n)  2"n!’
donc en substituant dans I’expression précédente, on obtient

1 (2n) ,, = 1(2n|,
=1+Z4—n( )x"=24—n( )x”.

1- JCZ n=1 n n=0 n
Finalement, on a

+ool

2n
_( N )(x2n +x2n+l)'

1
fx)=0+x)- - =

On vérifie avec la regle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 1.

(viii) Pour x €] —1,1[, on peut écrire

1— 3
f(x)=ln(xz+x+l)=ln(1 al =In(1-x%) -In(1-x)
-X
n=1 n n=1 n n=1 n
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ol la suite (a;) est définie par

1

On vérifie avec la régle de d’Alembert que le rayon de convergence de cette
série entiere est 1.

si n n'est pas un multiple de 3
si n est un multiple de 3

Exercice 7 :

1. Remarquons que j* = 1. On distingue trois cas.
e Sin=3pavec peN,alors
1+j"+7" =1+7P +j® =1+1+1=3.

e Sin=3p+1avec peN, alors

—i3
L+ 427 = 1+ PP 402 = 1 4+ = —L =0
e Sin=3p+2avec peN, alors
3p+2 , 3p+a 2 1-5°
1+ +72 =1+ P2 43P o142 4= - =0.
—J

Finalement, on a montré que

14 +j2" _ 3 sinestun multiple de 3
0 sinon.

2. D’apres le cours et la question précédente, on a

x" +00 3x3n

Z(lﬂ +] — Z(gn)'

e +el el M=

qui est valable pour tout x € R.

3. En prenant x = 1 dans la relation précédente, on en déduit que

+00 1

l+el+ef 1 3
> = ==—le+2e "2cos £ .
=0 Bn)! 3 3 2

0 . 2 2z 2 _.* LN
Exercice 8: La fonction f: t — e’ se développe en série entiére

Comme [0, 1] estinclus dans I'intervalle ouvert de convergence ] —oo, +oo[ de la série
entiere, on peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme

1+oot2n +00 q
fe dt—f =Z—
0 n=0 n:On'

Exercice 9:

+00 1

1
Prde=y

= 2n+1Dn!

1. II suffit de remarquer que la fonction Arctan et une primitive de ¢t — et

1+1¢2
que Arctan(0) =

2. Lafonction f: t— 1/(1 + t?) se développe en série entiere

Vtel-1,1],

1 +00 9
— = (=),
1+ 12 ,;0
Soit x €] —1,1[. Comme le segment [0, x] est inclus dans l'intervalle ouvert de
convergence | —1,1[ de la série entiere, on peut appliquer le théoreme d’inté-
gration terme a terme

: X dl- 3 X +0oo on 3 2n
Arctan(x)—fo th_fo Z( D" de = Z( " dr
x2n+1
;0(_) @n+1)

3. D’apres le cours, le coefficient d'indice 7 dans le développement en série en-
tiere de Arctan est Arctan? (0)/n!. On en déduit que

VpeN, Arctan®”(0)=0 et Arctan®’*V(0)=(-1)P@2p).
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Exercice 10 :
1. Soit x €] —1,1[. D’aprés le cours, on a

1

1 ((-1) (-3 -2n+1
+Z_((_).(_)..‘( n
=t 2 2 2
t201.3...2n-1
L1l STLEeny,
=1 2" n!

=1

)(—x)”

n

Or,ona
2n)! : 2n)!

2:4---2n)  2nn!’
donc en substituant dans I'expression précédente, on obtient

1 t© 1 (2n t© 1 (2n
:1+Z4_n( )x"=z4—n( )x".

1-x n=1 n n=0 n

1-3---2n-1)=

D’apres le cours, le rayon de convergence de cette série entiere est 1.

2. Lafonction f: t— 1/V1— t? se développe en série entiere

Viel-1,1] L _y L[27) e

) ) 1 — t2 n:O 4n n .
Soit x €] —1,1[. Comme le segment [0, x] est inclus dans l'intervalle ouvert de
convergence ] — 1,1[ de la série entiére, on peut appliquer le théoreme d’inté-
gration terme a terme

*oode TIX 1 [2n 1 [2n) ¥
Arcsin(x) =f =f Y| |Prde= Yy — f 21 de
0 V1-12 Jo 54"\ n n=0 4"\ 1 JJo
B too 1 (2 x2n+l
Cepan Cn+1)

n

Comme une série entiére et sa dérivée ont le méme rayon de convergence, le
rayon de convergence de la série entiére ci-dessus est 1.

3. On peutremplacer x par 1/2 €] -1, 1[ dans I’expression précédente. On obtient
n X1 (2n 1
6 ‘=han\n22nti@2n+1)
On obtient le résultat en multipliant I’égalité précédente par 6.

Exercice 11 :

1. Pour tout n € N*, on a

ol M

n n
1<H,=) —<) l=n.
k=1 k=1

2. On déduit de la question précédente I'inégalité

VneN*, 0<|x|" < Hylx|" <nlx|".

Les séries entieres Z x" et Z nx" ont pour rayon de convergence 1.

¢ Si|x|>1, alors la série Z |x|" diverge, donc Z Hy|x|" diverge par comparai-
son. Ainsi R < 1.

* Si|x| <1, alors lasérie ) nl|x|" converge, donc )_ H,|x|" converge par com-
paraison. Ainsi R > 1.

On conclutque R=1.

3. Pourxe]-1,1[,ona

+00 +00 +00 +00
1-0S) =Y Hyx"= Y Hpx"'=Y Hpx"- Y Hyoqx"
n=1 n=1 n=1 n=2

+00 +o00o x}’l
=x+ ) (Hy—Hp-x"=x+) —
n=2 n=2 1
+00 xl’l
=) —=-In(1-x.
n=1 1
4. Pour tout x €] —1,1[, on en déduit que
In(1-x
Vxel-1,1[, Sx)= —¥.
1-x
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Exercice 12:

1. On al'inégalité

sin(n@)x" [x]™

X ~X

n! n

| n

X
Orz -

pour tout x € R. On en déduit que la série Z

est la série entiére de la fonction exponentielle, donc elle converge

| sin(n0)|
n!
paraison pour tout x € R, donc le rayon de convergence de S est +oo.

|x|" converge par com-

2. En utilisant la formule de d’Euler, on a

1 [+o0 einﬂxn +00 e—lnexn
S =Y —— ) —
2i\,= n! = 1!

! (exp(xeie) + exp(xe_ig))

" 2i
=Im (exp(xeie))
= exp (xcos(f)) sin (xsin(d)).

Exercice 13: On note f(x) la série entiére étudiée et R son rayon de convergence.
(i) Aveclaregle de d’Alembert, on a R = +oo, donc on calcule f sur R. Ona

+00 n

+00
fo=> %x" - % = xexp’(x) —exp(x) = (x — 1) exp(x).
. n=0 -

n=0

(ii) Aveclaregle de d’Alembert, ona R =1, donc on calcule f sur]—1,1[.
Pour x€]—1,1[nonnul, on a

+00 1 +00 1 +00 xn+1
X) = 1+ x"=) x"+ = .
f& ,;0( n+1) ,12:"0 x,;on+1
On conclut que
1 In(1-x) six#0
Vxel-1,1[, f(x)=4 1-x x
2 sinon

7/8

(iii) Aveclaregle de d’Alembert, on a R = +o0o, donc on calcule f surR. Ona

+00 (_x2/2)n x2
RIS = <L )

(iv) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur]—1,1[. La
dérivée de la fonction g: x — x f(x) est

PR N TR
S0 1-x2 2\1-x 1+x)

Comme g(0) =0, on en déduit que

—In0l-x)+In(1+x) 1 1+x
gx)= =—ln(—),

2 2 1-x

puis avec g(x) = x f(x), on conclut que
1 1+x .
—1In (—) Six#0

f={ 2x \l-x
1 sinon

Vxel-1,1],

(v) Avec la regle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur ] —1,1[. En
dérivant sur | — 1, 1[ la relation

+00
=Y -1"x",

1+X =

on obtient que
1

+00
(el b

n=0
On en déduit en posant X = x? et en multipliant par x> que
3

- (1+x2)2°

f
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(vi) Avec la régle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur]-1,1[. En

écrivant
1 1( 1 1
VI’IEN, == - )
4n2-1 2\2n-1 2n+1
on obtient
1 too x2n 1 too x2n 1 too .x2n+2 1 to0 x2n
f=53 -5 =5 -3
2=2n-1 2/=2n+1 2,=,2n+1 2/72n+1
1 x2_1+oo x2n
=——+ .
2 2 =h2n+1
En reprenant le résultat de (i v), on conclut que
1+xz—11 (1+x) ix£0
——+——In[——| six
Vxel-1L1[ f(x)= 2 4x 1-x
-1 sinon

(vii) Avec la regle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur | —1,1[. En

notant
S(x) = = Z x",
ona
+00 +00
f =Y nn-Dx"+ ) nx"=x*S"(x) + xS (x).
n=0 n=0
On conclut que
o 2x2 N X
X) = )
1-x)3 (1-x)?
(viii) Avec la regle de d’Alembert, on a R = 1, donc on calcule f sur ] —1,1[. En
notant
S(x) = = Z x"
on a pour x non nul
2In(1-
Fl) = Z(n Dx" 42y = :—1+x25’(x)—M.
n=0 M+t
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On conclut que

1+ x? _21n(1—x) i x#£0
(1-x)2 g

1 sinon

VXE]—I,I[, f(x):

(ix) Aveclareégle de d’Alembert, ona R = +o0, donc on calcule f sur R. En écrivant
vneN, nP=nn-1)(n-2)+3nn-1)+n,
on obtient

F(x) = x3exp” (x) + 3x% exp” (x) + xexp’ (x) = (x> +3x% + x) exp(x).
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