Chapitre 12 - Probabilités sur un univers dénombrable - Cours Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

CHAPITRE 12 Introduction

Probabilités sur un univers dénombrable Dans\le chaI,)ltre' précédent portant sur les pl‘(?bé,l'bllltes, nou§ avons étudié les phé-
nomenes aléatoires admettant un nombre fini d’issues possibles. Dans ce nouveau

chapitre, nous allons nous intéresser a certaines expériences aléatoires admettant
une infinité d’issues possibles. Pour éviter une complexité théorique trop impor-
tante, nous nous limiterons a des cas ou1 I'univers est dénombrable, ce qui signifie
intuitivement que 'on peut énumérer ses éléments.

Plan du chapitre
I Espaces probabilisés dénombrables ...........ccccevviviinnnen. 1 Les expériences ale'fltmres admettant une mﬁm,te d. ISSHES POs S.lb,l ©s appa’ra1s’s ent
. naturellement en science. On peut par exemple étudier la longévité en année d'une
A - Enseml_)l'es’ denombraples RS R AR AR R LR R R R R R EREE 1 ampoule (Q = N) ou la durée de vie d'un atome radioactif (Q = R,). En théorie des
B - Proba.b'lhtes surun un1ver§ (%enombrable """""""""""""" 2 jeux, on peut également s’intéresser au nombre de lancers nécessaire d’'une piéce
C - Conditionnement par un éveénement ..............cceveenneenn... 3 jusqu’a obtenir pour la premiére fois pile (Q = N*).
D - Indépendance d’ évenements............oveveneenneinenneeneennnns 4
Dans un premier temps, nous définirons la notion d’ensemble dénombrable, puis
II Variables aléatoires diSCreteS....oveeeeeeeeeeeeeencenecencccncens 4 nous étendrons la définition d’espace probabilisé ainsi que ses pI'OpI‘iétéS 3 ce nou-
A - Variables aléatoiresréelles................coooiiiiiiiiiiiiiiiin. 4 veau cadre. Dans un second temps, nous étudierons les variables aléatoires dans
B - Loid’'une variable aléatoireréelle......................ccooi.t 4 ce nouveau contexte. Nous verrons notamment qu’une variable aléatoire n’admet
C - Fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle............. 5 plus nécessairement une espérance et une variance.
D - Espérance d'une variable aléatoireréelle .......................... 5
E - Variance et écart type d'une variable aléatoire réelle............... 6
F - LOIS USURIIES . ... vttt e et et e e 7 I - Espaces probabilisés dénombrables

I.A - Ensembles dénombrables

Définition (Ensemble dénombrable) : Un ensemble Q est dit dénombrable s’il
existe une suite (wy)zen d’éléments de Q telle que Q = {w; | n € N}.

Remarque 1: Un ensemble est dénombrable si on peut « énumérer » ses éléments.

Exemples 1:
a) Les ensembles finis sont dénombrables.

b) Les ensembles N, Z et Q sont dénombrables.

¢) Lensemble R n’est pas dénombrable.
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I.B - Probabilités sur un univers dénombrable

Jusqu’a la fin du chapitre, on fixe un univers 2 dénombrable modélisant une expé-
rience aléatoire. Nous allons étendre les définitions et les résultats vus dans le cas
ou Q est fini.

Définition (Probabilité) : On appelle probabilité sur 'univers Q toute applica-
tion P: Z(Q) — [0,1] vérifiant
@H P =1,

(ii) Pour toute suite (Ay)neny d’événements deux a deux incompatibles

P(U An): +ZOOP(An).

neN n=0

Remarque2: Dansle cas ot Q est fini, la définition ci-dessus est équivalente a celle
vue dans le chapitre précédent portant sur les probabilités.

Définition (Espace probabilisé) : Un espace probabilisé (dénombrable) est un
couple (Q, P) o1 Q est un univers fini et P une probabilité sur Q.

Proposition 1: Soit P:Q — [0, 1] une probabilité sur 'univers Q. Alors
(i P@)=0,

(ii) Si Aj,..., A, sont des évenements deux a deux incompatibles, alors

n
= ZP(Ai)’

i=1

n
P(U A
i=1

(iii) VAe Z(Q), P(A)=1-P(A),
(iv) Y(A,B) e Z(Q)%, Ac B= P(A) < P(B)et P(B\ A) = P(B)— P(A),
(v) V(A B)e Z2(Q)?%, P(AUB) = P(A) + P(B)— P(AN B).

Illustration : Le schéma ci-dessous permet de comprendre I'origine de la formule
du point (v) de la proposition.

Proposition 2 : Si p: Q — [0,1] est une application vérifiant )  p(w) =1, alors il
weQ)
existe une et une seule probabilité P : 2 (Q) — [0, 1] vérifiant

VweQ, P(w})=pw).

Remarque 3 : Autrement dit, pour définir une probabilité P sur un univers dénom-
brable Q, il suffit de définir P sur chaque singleton de Q de sorte que la somme
donne 1. La formule générale pour P est alors simplement donnée par

VAe 2(Q), PA)=) P(w).

weA

Exemple 2: Comme on a la relation avec la somme géométrique

+Z°° 111 11
G2kt 2702k 21-1/2 0 7

on en déduit d’apres la proposition précédente qu’il existe une unique probabilité
sur I'univers Q = N vérifiant

VkeQ, P({k}) = Pyauy
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I.C - Conditionnement par un événement

Définition (Probabilité conditionnelle) : Soient A et B deux événements telles
que P(B) > 0. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B le nombre

P(ANnB)

P(A|B) =Pg(A) = PB)

Exemple 3: On jette un dé équilibré. On désigne par A1'évenement le chiffre du dé
est 6 et par B I'’événement le chiffre du dé est pair. On a

P(AnB) 1/6 1

P(A|B) = PB) =

T12 3

Le résultat est intuitif : si on sait que le dé affiche une chiffre pair, on a une chance
sur trois que le chiffre soit six.

Proposition 3 : Si B est un événement de probabilité non nulle, alors I'applica-
tion Pg : Z(Q) — [0, 1] est une probabilité.

Remarque 4 : En particulier, on peut utiliser toutes les propriétés de la proposi-
tion 1 avec la probabilité Pg. Par exemple, on a Pp (A) =1-Pg(A).

Formule des probabilités composées : Si Aj,..., A;; sont des événements tels
que P(A1n---NnAy) #0, alors

P =P(A1)P(A3|A1)P(A3|A2N A1) - P(Aml A1 N N Ay).

m
A
i=1

Définition (Systéme complet d’événements) : On dit quune famille dénom-
brable d’événements (A;);e; est un systéme complet d’événements si

(i) les événements (A;);e; sont deux a deux incompatibles,

(ii) les événements (A;);e; recouvrent Q, i.e. Q = U Aj.
iel

Illustration : On peut représenter la notion de systéme complet d’événement par
le schéma ci-dessous.

Formule des probabilités totales : Soit B un événement. Si (A;)en €St UN SyS-
teme complet d’évenements de probabilités non nulles, alors la série Z P(BN Ap)
converge et
+00 +00
P(B)=) P(BNAp) =) P(B|A)P(Ap).

n=0 n=0

Illustration : En reprenant l'illustration précédente, le schéma ci-dessous permet
de comprendre la formule des probabilités totales.

Remarque 5 : La formule ci-dessus reste valable lorsque (A;)zen N'est pas un sys-
téme complet d’évenements mais s’ils sont deux a deux incompatibles et vérifient

p(U An)=1.

neN

Dans ce cas, on dit que (A;) ,en est un systeme quasi-complet d’événements.
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Formule de Bayes : Si A et B sont deux événements de probabilités non nulles,

alors
P(B|A)P(A)

P(A|B) = PB)

I.D - Indépendance d’événements

Définition (Evéenements indépendants) : Deux événements A et B sont dits in-
dépendants si P(An B) = P(A)P(B).

Remarque 6 : Si P(B) > 0, I'indépendance de A et B équivaut a P(A | B) = P(A).
Autrement dit, avoir des informations sur la réalisation de B ne renseigne pas la
réalisation de A.

Définition (Evénements mutuellement indépendants) : On dit que des événe-
ments Aj,..., A, sont dits mutuellement indépendants si

=[]PA.

iel

VIic[1,n], I{(]Ai

iel

Remarque 7 : Si n événements sont mutuellement indépendants, alors ils sont in-
dépendants deux a deux. La réciproque est fausse comme le montre I'exemple sui-
vant.

Exemple 4: On considere Q = {1,2,3,4} muni de la probabilité uniforme et on note

A={1,2}, B={1,3}, C={l,4}

On vérifie facilement que ces événements sont indépendants deux a deux, mais ils
ne sont pas mutuellement indépendants car

P(ANnBNC)=-#—-=P(A)P(B)P(C).

el
|~

II - Variables aléatoires discretes
II.A - Variables aléatoires réelles

Définition (Variable aléatoire réelle) : Une variable aléatoire réelle est une appli-
cation X: Q — R.

Jusqu’a la fin du chapitre, on fixe une variable aléatoire réelle X sur Q.

Notation: Si U c R, on note I'évéenement
Xe)=X"'U)=lweQ|X(w) e U}

En particulier, si x € R, on a

X=x)={weQ|Xw)=x} et X<X)={weQ|X(w) < x}.

Définition (Image d’une variable aléatoire par une fonction) : Soit f:R — R une

application. On définit la variable aléatoire f(X) comme la composée fo X, i.e.

VoeQ, fXW) = f(Xw).

II.B - Loi d’'une variable aléatoire réelle

Proposition 4 : Lapplication Py : #(X(Q)) — [0, 1], définie par Px(U) = P(X € U)
est une probabilité sur I'ensemble X (Q).

Remarque 8 : L'ensemble X(Q) est I'ensemble des valeurs que prend X. Par
exemple, si X donne le résultat du lancer d'un dé classique, alors X(Q) = [1,6].

Définition (Loi d’'une variable aléatoire) : L'application Px est appelée laloi de la
variable aléatoire X.
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Proposition 5 : La loi Px est entierement déterminé par les nombres P(X = x)
pour x € X(Q).

Remarque 9 : Pour donner la loi d'une variable aléatoire réelle, on en déduit qu’il
suffit de donner les P(X = x) pour tout x € X(Q).

II.C - Fonction de répartition d’'une variable aléatoire réelle

Définition (Fonction de répartition d'une variable aléatoire) : La fonction de ré-
partition de X est'application Fx : R — R définie par Fx(x) = P(X < x).

Proposition 6 : On a les propriétés suivantes.
(i) Lafonction Fyx est croissante et continue a droite en tout point de R.

(ii) Lafonction Fx vérifie lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1.
X——00 X—+00

Exemple 5 : Si X désigne le résultat du lancer d'un dé classique équilibré, alors le
graphe de la fonction de répartition Fx est le suivant.

y
14 -
o—
o—(
o—
o—(
) R N W— x
0 1 2 3 4 5

I Proposition 7: Laloi Px est entierement déterminée par la fonction Fy.

Remarque 10 : De manieére générale, on a pour tout x € R la relation
PX=x)=P(X<x)-P(X<x)=Fx(x) - tlimf Fx(1).
—X
Dans le cas ou X prend ces valeurs dans N, on a simplement

VneN, PX=n=PX<n-PX<n-1)=Fx(n)—-Fx(n-1).

IL.LD - Espérance d’'une variable aléatoire réelle

En premiére année, nous avons vu la définition de I'’espérance d'une variable aléa-
toire X lorsque X (Q) est fini. Rappelons que dans ce cas, on énumere les éléments
de X(Q) en écrivant X (Q) = {x1,..., x,} et on définit 'espérance de X par

n
X P(X = xg).
k=1

EX)= ) xPX=x)=
xeX(Q)
Dans la suite, on s’intéresse au cas ou X(Q) est un ensemble infini dénombrable.
Il est naturel de chercher a étendre la définition précédente en énumérant les élé-
ments de I’ensemble X(Q) en écrivant X (Q) = {x¢ | k € N}, puis en posant

+00
E(X) =) xxP(X = xy).
k=0
Cependant, nous sommes confrontés a deux difficultés avec cette approche.
1) Lasérie Z X P(X = xi) est-elle nécessairement convergente ?
k>0
2) La somme est-elle indépendante du choix d’énumeération de I’ensemble X (Q2),
autrement dit de I'ordre de sommation?

Définition (Espérance d’'une variable aléatoire) : On suppose que X (Q) est infini
et on fixe une énumération X (Q) = {x¢ | k € N}. On dit que X admet une espérance
si la série

Y xkP(X = xp)

k=0
converge absolument. Dans ce cas, on appelle espérance de X et on note E(X) le
nombre réel

+00
EX) =) xkP(X = xg).
k=0

Remarques 11:

a) Dansla définition, on impose que la série converge absolument, car dans ce cas,
on peut vérifier (mais c’est difficile) que la somme de la série ne dépend pas de
'ordre de sommation.

b) Lespérance correspond a la moyenne théorique des valeurs prises par X.
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Exemples 6 :
a) Si X est une variable aléatoire dont la loi est donnée par
X(Q) =N*

et VkeN*, PX=k =

n2k?’

alors X n'admet pas d’espérance, car la série ci-dessous n’est pas absolument
convergente.

Y kP(X=k) =) 0

=7
k>1 >1 7k

b) Si X est une variable aléatoire dont la loi est donnée par

X(Q)=N et VkeN, P(X=k)=2k+l,

alors X admet une espérance, car la série

Y kP(X=k) =)

k>0 k>0

2k+1

converge absolument par la régle de d’Alembert. De plus, on peut vérifier que

> y -~
EX) = kP(X=k) = — =1
k=0 iz 2k+1

Théoréeme du transfert : On suppose que X(Q) est infini et on fixe une énumé-
ration X(Q) = {x¢ | ke N}. Si f: R — R est une application, alors la variable aléa-
toire f(X) admet une espérance si et seulement si la série

Y fx)P(X = xp)

k>0

converge absolument. Dans ce cas, on al'égalité

+00
E(f(X) =) fxx)P(X = xp).
k=0

Exemple 7 : En reprenant 'exemple précédent, on trouve que X? admet une espé-
rance, car la série ci-dessous converge absolument. De plus,

+00 +00 2
E(X*) =) K¥PX=k=) e =3
k=0 k=0

Proposition (Linéarité de I'espérance) : Soient Y une variable aléatoire réelle
sur Q et (a,b) € R?. Si X et Y admettent une espérance, alors il en est de méme
de la variable aléatoire aX + bY, eton a

E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y).

Définition (Variable aléatoire centrée) : On dit que X est centrée si X admet une
espérance et E(X) =0.

IL.E - Variance et écart type d’une variable aléatoire réelle
I Lemme 1: Si X? admet une espérance, alors X admet une espérance.

Définition (Variance d’une variable aléatoire) : Si X? admet une espérance, on
appelle variance de X le réel

V(X) = E((X —E(X))?).

Définition (Ecart type d’'une variable aléatoire) : Si X' 2 admet une espérance, on
appelle écart type de X le réel o(X) = VV(X).

Remarque 12 : L'écart type est aussi appelée 1'écart quadratique moyen a la
moyenne. Il permet d’évaluer la dispersion de X autour de sa moyenne E(X).
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Théoréme de Koenig-Huyghens : Si X? admet une espérance, on a

V(X) = E(X?) -E(X)%.

Exemple 8 : En reprenant I’exemple précédent, on trouve

V(X)=E(X*)-E(X)*=3-1*=2.

Proposition 8: Soit (a, b) € R2. Si X% admet une espérance, alors il en est de méme
de la variable aléatoire (aX + b)?, eton a

V(aX +b) = a®V(X).

ATTENTION : En général si X et Y sont des variables aléatoires réelles, on n'a pas
larelation V(X +Y) = V(X) + V(Y).

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev: Si X? admet une espérance, alors pour tout
réel € > 0, on al'inégalité

V(X)

e

P(X-EX)|=8 <

Définition (Variable aléatoire réduite) : On dit que X est réduite si X 2 admet une
espérance et V(X) = 1.

II.F - Lois usuelles

ILLE1 - Loigéométrique

Définition (Loi géométrique) : Soit p €]0, 1[. On dit que X suit la loi géométrique
de parametre p, que I'on note ¥ (p), si

X(Q)=N* et VkeN*, P(X=k =pd-pFr

Remarque 13 : Si X désigne le rang du premier succes dans une succession indé-
pendante d’épreuve de Bernoulli de parameétre p, alors X suit une loi géométrique
de parametre p.

Proposition 9 : Si X suit la loi ¢ (p) avec p €]0,1], alors X2 admet une espérance

etona
l1-p
p*

E(X) = l et V(X)=
p

II.LE.2 - Loide Poisson
Définition (Loi de Poisson) : Soit A € R}. On dit que X suit la loi de Poisson de
parameétre A, que I'on note &?(7), si
k

X(Q) =N et VkeN, P(X:k)z%e_/l.

Exemples 9:
Laloi de Poisson peut étre utiliser pour modéliser de nombreuses situations :

a) compter le nombre de communications dans un intervalle de temps donné,
b) modéliser le risque de défaut d'un crédit,

c) etc...
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Proposition 10 : Si X suit laloi £2(1) avec A € R*, alors X? admet une espérance
etona
EX)=1 et V(X)=A

Théoréme d’approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson : On consi-
dere une suite (X,)en de variables aléatoires telle que X, suit une loi binomiale
de parameétre (n, p;) pour tout n € N. Si liIJIrl npy, = A, alors

n—+oo

. AR
VkeN, ngerP(Xn =k) = e

Remarque 14 : Intuitivement, le résultat précédent signifie que X, suit approxima-
tivement une loi de Poison de parametre A si n est suffisamment grand.
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II.LE3 - Résumé des lois usuelles

Nom Parametres Notation | Valeurs Loi Espérance | Variance
Unif eN* ([L,n]) | [1,n] P(X=k) =2 ntl i
niforme n n n — )= —
n 2 12
Bernoulli pel0,1] HB(p) {0,1} PX=0)=1-p,PX=)=p p pl-p)
Binomiale | neN*, pe(0,1] | ABn,p) [0, n] P(X=k)= (7)pk(1 -pk np np(l-p)
c
L P * k-1 1 1- p
Géométrique p€lo, 1] 9 (p) N PX=k=pd-p) E 72
/lk
Poisson AeR® PA) N P(X=k)= Fe_’l A A
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