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CHAPITRE 10
Isométries d’'un espace euclidien

Exercicel:

1. Notons Cy, C, et Cs les colonnes de la matrice M. Supposons que la matrice M
est orthogonale. D’apres le cours, on a les relations

ICiI=1Cll=1Csll=1 et (Ci|C)=(Ci|C3)=(Cz2[C3)=0.

La relation ||C; || = 1 implique a = 0, puis on déduit de la relation (C; | C2) =0
que b= —+/2. De plus, on a
{ d
<
e

@ {
Eninjectant danslarelation ||Cs|| = 1, on trouve ¢ = +1. Finalement, les valeurs

possibles pour (a, b, ¢, d, e) sont (0,—v/2,-1,2,1) et (0,—v2,1,-2,—1). Récipro-
quement, on vérifie que ces deux solutions conviennent.

—-2C
—c.

\/§c+\/§e = 0

{ (C11C3)
V2c+V2d-vV2e = 0

(G2 C3)

2. Il suffit de calculer le déterminant de M pour les deux solutions précédentes.
On trouve que M € SO3(R) si et seulement si (a, b, c,d, e) = (0, —V/2,-1,2,1).

Exercice 2 : Notons (Cy,...,C,) les colonnes d'une telle matrice. D’apres le cours,

on a que (Cy,...,Cy) est une base orthonormée de R”. Le vecteur C; étant unitaire,
. . T o
on a nécessairement C; = (+1 0 0) . Comme C, est unitaire et est orthogo-

N T ez . .
nala C;,onaC; = (0 +1 O 0) . En itérant, on trouve que le matrices qui
conviennent sont les matrices de la forme

31 0)
avec (e1,...,€,) €{-1,1}"

0) En

Exercice 3 : Notons (Cy,...,Cy) les colonnes d’'une telle matrice. D’apres le cours,
onaque (Cy,...,Cy) estune base orthonormée de R”. Comme les vecteurs Cy, ..., C;,
sont orthogonaux deux a deux et que leurs coefficients sont positifs, chacun
d’eux ne peut avoir qu'une unique composante non-nulle. Comme ils sont uni-
taires, le coefficient correspondant vaut nécessairement 1. Ainsi les matrices qui
conviennent sont les matrices dont les colonnes sont exactement a I’ordre pres

1\ [0 0

1 0
01101],...,10
0] \o0 1

Exercice 4 :
1. Pour (BQ) € E? et (A, ) eR?, on a

QAP +pQ) = (AP+pQ)(1-X)
=AP(1-X)+uQ(1-X)

=Ap(P) + pg(Q),
donc I'application ¢ est linéaire.
2. Pour P € E, on aen posant u =1 - ¢ dans l'intégrale

1 1
lo(P)]) :fo Pl - r)zdr:fo P?du= P2,

donc ¢ € O(E).
3. PourPeE,ona

(po)(P)=¢@(P(1-X))=P(1-(1-X))=PX),

donc ¢ est la symétrie par rapport au sous-espace vectoriel F = Ker(¢ —Idg)
parallelement a G = Ker(¢ + Idg). Sil’'on note P = aX?+bX+ceE,ona

PP)=PA-X)=a(l-X)?>+b(1-X)+c=aX’-QRa+b)X+(a+b+c).
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Ainsi, on a

PeFo@pP)=P
saX?-(2a+b)X+@+b+c)=aX’>+bX+c
ca=aet —2a+b)=beta+b+c=c

< b=-a,

donc F = Vect(X(1 — X),1). De méme, trouve G = Vect(2X —1).

4. D’apres la question précédente, les valeurs propres de ¢ sont 1,1, —1. Donc, on
adet(p)=1x1x(-1)=-1.

Exercice 5: On commence par vérifier que Ker(u —Idg) et Im(u —Idg) sont supplé-
mentaires.
e D’apres le théoreme du rang, on a

dimE = dimKer(u —Idg) + dimIm(u — Idg).
e Si yeKer(u—Idg) nIm(u—1dg), alors
u(y)=y et JxekE, y=ulx)—x,
donc, comme u est une isométrie, on a

Iy =1y =lu@x-x) =yl ux) -y x
=) ulx)—(ylx)=0.

Ainsi y =0 et Ker(u—Idg) nIm(u—1Idg) = {Og}.
On a donc montré que E = Ker(u —Idg) @ Im(u—Idg). Il reste a vérifier que ces deux
espaces sont orthogonaux. Si (x, y) € Ker(u —Idg) x Im(u - Idg), alors

ux)=x et JzeE, y=u(z) -z,
donc, comme u est une isomeétrie, on a

xly)=&lu@)-2)=(x|u=@)-(x|2)
= (u(x) | u(z))—(x]z)=0.

Ainsi Ker(uz —1Idg) et Im(u — Idg) sont orthogonaux.

Exercice 6 :
1. Soit A € Sp(w). Il existe x € E\ {0} tel que u(x) = Ax. En prenant la normée, on
obtient
llxll = llu)ll = IAx] = [Alllx]l.
Comme x # 0, on en déduit A = +1.

2. Si u est diagonalisable, on a E = E; @ E_;, donc u est une symétrie. Il suffit de
vérifier que E; et E_; sont orthogonaux pour montrer que u est une symétrie
orthogonale. Si (x, y) € E1 x E_;, alors u(x) = x et u(y) = —y. Par suite,

I =@wX) u@)=x-y)==(x|y,
donc (x| y) = 0. Finalement, E; et E_; sont orthogonaux.

Exercice 7:
(i) Lendomorphisme u est la rotation d’angle 7.
(ii) Lendomorphisme u est la réflexion d’axe Vect(v/3i + j).
(iii) Lendomorphisme u est la réflexion d’axe Vect(2i + j).

(iv) Lendomorphisme u est la rotation d’angle —Arccos(5/13).

Exercice 8 :
(i) u estlarotation d’axe dirigé par 3i + j + k et d’angle 8 = —Arccos(—5/6).
(ii) Lendomorphisme u est la rotation d’axe dirigé par i + k et d’angle 6 = /2.

(iii) Lendomorphisme u est la rotation d’axe dirigé par i +4j + k et d’angle 8 = 7.

Exercice 9:
(i) Lendomorphisme u est la composée commutative entre :
* larotation d’axe D dirigé par i — 4 et d’angle —Arccos(8/9);
* la réflexion par rapport au plan D+ = Vect(k, 4i + ).

(ii) Lendomorphisme u est la réflexion par rapport au plan Vect(i + j, v6j — k).

(iii) Lendomorphisme u est la composée commutative entre :
* larotation d’axe D dirigé par i —3j — k et d’angle 6 = —Arccos(5/6);
« la réflexion par rapport au plan D+ = VectVect(3i + j, i + k).
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Exercice 10:

1. On ales équivalences
A€03R) < ATA=13 o a®>+2b*=1 et 2ab+b*>=0.

Ainsi, on obtient
Ae03(R) o ( b)e{(lO)( 10)(1 2)( 12)}
a, ) y\— 14, I B R T R .
3 3 3)'\ 3’3

2. Ona
¢ Si (a,b) =(1,0), alors u = Idps.
e Si(a,b) =(-1,0), alors u = —Idps.
* Si(a,b) = (1/3,-2/3), alors I'isométrie u est la réflexion par rapport au plan
vectoriel Vect((1,-1,0),(0,1,-1)).
* Si (a,b) = (-1/3,2/3), alors I'isométrie u est la rotation d’axe dirigé par le
vecteur (1,1,1) et d’angle .

Exercice 11 :

(i) On peut prendre

0 0 O 2 -2 1
D=]0 3 0 et P=—=-|1 2 2
0 0 -3 2 1 =2
(ii) On peut prendre
1 0 0 0o 1 -1
1
D= 1 0] et P=—1|v2 0 0
0 3 \/§ 0 1 1
(iii) On peut prendre
0 00 ) V3 1 V2
D=[0 0 0] et P=—|Vv3 -1 —-v2|.
0 0 3 VBl 2 V2

Exercice 12:

1. Comme on peut écrire MMTMm) = I,;, on en déduit que la matrice MTM est
inversible et que I'on a M = (M" M)~!. On en déduit avec les propriétés de la
transposition que

donc la matrice M est symétrique.

2. Par le théoreme spectral, il existe P € O, (R) tel que

M=PDP™! avec D =DiagAi,...,An).

Comme M est symétrique, on a également MM' M = M?. On en déduit que

MM'M =1, < PDiag(Ay,...,A)P '=1, o DiagA3,...,A3)=1,.

En identifiant les coefficients, on obtient A; =--- =71, =1, donc D =1,,. On en
déduit finalement que A= PDP~' = P1,,P~!1 =1,,.

Exercice 13 :
1. On obtient le résultat avec un calcul direct.

2. Par le théoreme spectral, il existe P € O, (R) et des réels 11,...,1, € R tels que
M=PDP™! avec D =DiagAi,...,An).

Comme M est symétrique, on a également MM' = M?. On en déduit que

n
Tr(MM") = Tr(M?) = Tr(PD*P™ Y =Tr(DH) = ) A2,
k=1

On obtient donc le résultat avec la premiere question.
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Exercice 14 :
1. On remarque avec les propriétés de la transposition que

M = (ATA-AADT = (ATAT—AADT = ATADH T (AHTAT = ATA-AAT = M,

donc la matrice M est symétrique. Comme la matrice M est a coefficients réels,

on en déduit qu’elle est diagonalisable par le théoréme spectral. Finalement,
avec les propriétés de la trace, on a

Tr(M) = Tr(ATA— AAT) = Tr(ATA) = Tr(AAT) = Tr(ATA) - Tr(ATA) =0

2. Si Aet AT commutent, alorsona M = ATA— AAT =0, donc Sp(M) = {0} cR,.
Réciproquement, si Sp(M) < R, alors par le théoréme spectral, il existe une
matrice P € O,(R) et des réels 14,...,1, € Ry tels que

M=PDP™! avec D =Diag(A,..., ).

Comme les valeurs propres Ay, ..., 1, sont positives, on a

n
Tr(M)=0 < )Y Ax=0 < Vke[lLn], Ag=0.

k=1
On en déduit que D = 0, donc M = PDP~! = 0. Comme M = ATA— AAT, on

conclut que ATA= AAT,

Exercice 15:
1. C’est le théoréme spectral appliqué a la matrice M.

2. Comme la matrice P est orthogonal, on a P~! = PT. On en déduit que

Ty= ' TP 'x=xTPH'P'x=x"PP ' x=X"X.

3. EnposantY =P~'X,ona

X'Ax=x"pDP ' x=P'X)"'D(P'x) =Y DY.

T
¥n) ,ona

De plus, en notant Y = (y

<v'Dy = Zakyk AnZyk—)L Y'y).
k=1

MYty =1 Z yi <
k=1 k=1

On obtient I'inégalité souhaitée en utilisant la seconde question.

Exercice 16:

1. Comme la matrice B est symétrique réelle, on peut appliquer le théoréme
spectral. Il existe P € O, (R) et des réels p,..., 1, € R tels que
B = PDiag(u,..., ) P71

On en déduit que A= B? =
sont positives.

PDiag(u?, ..., u4) P!, doncles valeurs propres de A

2. Comme la matrice A est symétrique réelle, il existe une matrice P € O, (R) et
desréels 11,...,1, € R, tels que
A= PDiag(Ay,...,A)P L

En posant B = PDiag(\/A1,...,\/Az)P~}, ona B = A. De plus, comme on ala
relation P~! = PT, on a en notant D = Diag(y/A1,...,v/An)

B'=(pPH' = (P")'D'P' = PDP" =B,

donc B est symétrique réelle.

Exercice 17 :
(i) Laconique %) est!’ensemble vide.

(ii) Dans le repére (O, e1, e2) ou

1 1
e1=—({+]j) et ex=—(-i+]),
vt vz !
I’équation de la conique %, devient
u—>5v 2v2 1 2
2u® + +1:O©U=T\/_u2+— +%.

On conclut que la conique %) est une parabole dont le sommet a pour coor-
donnée (—5/16,1/16) dans le repere (O, i, j).
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(iv) Danslerepere (O, e, ey) ou

1 1
e1=—=Q2i+j) et er=—(-i+2)),
VAR s
I'équation de la conique %, devient
3u? - 707 42u+ 56U+3—0©3(u 7)2 7(1) 4)2—4
V5 V5 V5 V5 '

Ainsi, la conique %, est une hyperbole dont le centre a pour coordonnée (2, 3)
dans le repere (O, i, j).

La conique %>

(iii) Dans lerepere (O, e;, e2) ol '
\\
L (2i+7j) et L (=i+27) R
e1=—Qi+j) et ex=—(-i+2)), \
V5 V5 |
\
\
I’équation de la conique %3 devient * .
! q 3 \ \’\( g
- < - A}
5u2+4502 —5=0o u?+9v° =1. .7 '
- < - - \\
. . . . - e \
Ainsi, la conique %3 est une ellipse de centre O. .- '
\\
A} \
\ \
\ \
\ () \
\ AY
J N\
‘] - - €1 \\
€2 - \\
€1
of i ‘\A
-0 / i
- - A}
Phe \

La conique 64

La conique %3
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