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CHAPITRE 10
Isométries d’'un espace euclidien

Introduction

Ce chapitre est le prolongement du chapitre précédent sur les espaces préhilber-
tiens. Nous allons étudier les endomorphismes d'un espace euclidien préservant
la norme des vecteurs : les isométries. Nous nous intéresserons notamment a leur
classification en petite dimension. Finalement, nous verrons un résultat important
sur laréduction des matrices symétriques réelles, puis nous I'appliquerons al’étude
d’objets de nature géométrique : les coniques.

Plan du chapitre
I Matrices orthogonales.........cccovviiiiiiiiiiienirenicniennss 1
A - GENCralités.......oooiiiiii 1
B - Matrices orthogonales positives et négatives ...................... 2
C - Orientation de 'espace euclidien .......................cooit 2

II Isométries vectorielleS...ccvveeeerieeeereeeeeeneeeeeeccececcceeeed

A - GENATAlIteS. ..ot e 3
B - Isométries vectorielles positives et négatives ...................... 3
C - Les symétries orthogonales..............ccoviiiiiiiiiiiiiiinaeenn.. 3

IIT Classification des isométries vectorielles.......cceeeveeeneeene . 4
A - Isométries vectorielles d'un plan euclidien ........................ 4
B - Isométries vectorielles en dimension3............ccoovviiininn... 5

IV Réduction des matrices symétriques réelles....................6

V MéEthodeS....cooouiiiiiiiiieinecscstessssssscssssessssscscssesases 7
A - Etudier une isométrie vectorielle en dimension 3.................. 7
B - Diagonaliser une matrice symétriqueréelle ....................... 9
C - Etudier une conique. ..........oovuueieineee i 10

Les isométries en dimension 2 et 3 sont souvent utilisées en science pour passer des
coordonnées dans un repere orthonormé a celles dans un autre repére orthonormé.

Dans tout le chapitre, on fixe un espace vectoriel euclidien E de dimension n € N.

I - Matrices orthogonales
LA - Généralités

Définition (Matrice orthogonale) : On dit qu'une matrice A € .#,(R) est ortho-
gonale si elle vérifie la relation ATA=1,,.

Remarques 1:
a) La définition revient a dire que les colonnes (ou les lignes) de A forment une
base orthonormée de R".

b) Par définition, une matrice orthogonale A est inversible etona A™! = AT,

Définition (Groupe orthogonal d’ordre n) : Le groupe orthogonal d’ordre n est
I’ensemble des matrices orthogonales de .}, (R). On le note O, (R) ou O(n).

Exemple 1 : Voici quelques exemples de matrices orthogonales

2 2 1
1(v2 -2
5(\@ \/E)EOZ(R), ;:i _22 € O3(R)
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Théoréme 1: Lensemble O, (R) est un groupe, i.e.
(i) La matrice I, appartienta O, (R),
(ii) Pourtout A€ O,(R),ona A~ €0,(R),

(i) Pour tout (A, B) € 0,(R)?, ona AB € 0, (R).

Proposition 1 : Soit % une base orthonormée de E. Une base % de E est ortho-
normée si et seulement si la matrice de passage P;g est orthogonale.

I.B - Matrices orthogonales positives et négatives

| Proposition 2: Si A€ 0,(R), alors det(A) = +1.

Définition (Matrice orthogonale positive ou négative) : Une matrice orthogo-
nale A € O,(R) est dite positive (ou directe) si det(A) = 1. Dans le cas contraire,
on dit qu’elle est négative (ou indirecte).

Définition (Groupe spécial orthogonal d’ordre n) : Le groupe spécial orthogo-
nal d’ordre n est I'ensemble des matrices orthogonales positives de .}, (R). On le
note SO, (R) ou SO(n).

Remarque 2: Le théoreme 1 reste valable si on remplace O, (R) par SO, (R).

I.C - Orientation de I'espace euclidien

Définition (Espace euclidien orienté) : Un espace euclidien orienté est un espace
euclidien dans lequel on a choisi une base orthonormée % de E.

Remarque 3: Autrement dit, pour orienter un espace euclidien, on choisit une base
orthonormée de celui-ci. Dans le plan, choisir une orientation revient a choisir un

sens positif de rotation du plan.
Sens positif Sens positif
e de rotation de rotation
2 €1

0 €l 0 €2

Dans 'espace, choisir une orientation revient a choisir un sens positif de rotation
autour de la demi-droite dirigée par le premier vecteur d'une base orthonormée.

Sens positif Sens positif
de rotation de rotation
e €1
es €2
/ /
2 3

e e

On constate qu'il n'y a que deux orientations possibles pour un espace euclidien.

Définition (Base directe et indirecte) : Soit E un espace euclidien orienté par une
base orthonormée % . Une base orthonormée & de E est dite

(i) directe sila matrice de passage de ¢ a & est de déterminant 1.

(ii) indirecte sila matrice de passage de ¥ a # est de déterminant —1.

Exemple 2 : Si 'espace R® est orienté par la base canonique (i, j, k), alors les
bases (i, j, k), (j, k,i) et (k,i,j) sont directes, tandis que les bases (i, k, j), (k, j, i)
et (j,1, k) sont indirectes.
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IT - Isométries vectorielles
II.A - Généralités

Définition (Isométrie vectorielle) : Un endomorphisme ¢ € .Z(E) est une isomé-
trie vectorielle si ¢ conserve la norme des vecteurs, i.e.

VxeE, lloX)l=Ilx|.

Exemple 3 : Les applications +Idg € .Z(E) sont des isométries vectorielles.

Définition (Groupe orthogonal d'un espace euclidien) : Le groupe orthogonal de
I'espace euclidien E, noté O(E), est 'ensemble des isométries vectorielles de E.

Théoréme 2: L'ensemble O(E) est un groupe, i.e.
(i) Lendomorphisme Idg appartient a O(E),
(ii) Pour tout u € O(E), I'endomorphisme u est un isomorphisme et u~!' € O(E),

(iii) Pour tout («, v) € O(E)%, ona uo v e O(E).

Théoréme de caractérisation des isométries vectorielles : Soit ¢ € Z(E). Les as-
sertions suivantes sont équivalentes.

(i) Lapplication ¢ est une isométrie vectorielle.

(ii) Lapplication ¢ conserve le produit scalaire, i.e.
Vix,y) €E% (@) @) = (x| y).

(iii) Limage d'une base orthonormée de E par ¢ est une base orthonormée.

(iv) Limage de toute base orthonormée de E par ¢ est une base orthonormée.

Proposition 3 : Soient % une base orthonormée de E et u € .Z(E). Lendomor-
phisme u est une isométrie vectorielle si et seulement si la matrice Matg (1) est
orthogonale.

Remarque 4 : Ainsi, une fois que 'on a fixé une base orthonormée de E, les élé-
ments de O(E) correspondent bijectivement avec les éléments de O, (R).

Proposition 4 : Si un sous-espace vectoriel F de E est stable par une isométrie
vectorielle u € .Z(E), alors F est stable par u.

II.B - Isométries vectorielles positives et négatives
I Proposition 5: Si u € O(E), alors det(u) = £1.
Définition (Isométrie vectorielle positive ou négative) : Une isométrie vecto-

rielle u € O(E) est dite positive (ou directe) si det(u) = 1. Dans le cas contraire,
on dit qu’elle est négative (ou indirecte).

Définition (Groupe spécial orthogonal d’un espace euclidien) : Le groupe spé-
cial orthogonal de I'espace euclidien E est 'ensemble des isométries vectorielles
positives de E. On le note SO(E).

Remarque 5: Le théoréme 2 reste valable si on remplace O(E) par SO(E).

II.C - Les symétries orthogonales

Définition (Symétrie orthogonale) : Soit F un sous-espace vectoriel de E. La sy-
métrie orthogonale par rapport a F est la symétrie sy : E — E par rapport a F et
parallelement a F*.

Remarque 6: Ona sy = pr— ppL =2pr—1dg.

3/12


http://vonbuhren.free.fr

Chapitre 10 - Isométries d'un espace euclidien - Cours

Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

Illustration : On peut se représenter la symétrie orthogonale d'un vecteur avec le
schéma ci-dessous.

|

pre (W) < 3
|

|

|

L] pr(v) 1 F

|

i l

“2) |

|

=20 I

Exemple 4 : Dans le chapitre précédent, on a vu que la projection orthogonale sur
H={(x,y,2€R® | x+y+z=0}

dans R3 est définie par

2x—y—2z —x+2y-z —x—y+2z)

pu(x,y,z)= ( 3 3 , 3

)

On en déduit que

)

xX=2y-2z -2x+y-2z —2x—2y+z)
3 3 '

SH(x,¥,2) = ( , 3

I Proposition 6 : Les symétries orthogonales sont des isométries vectorielles.

Définition (Réflexion) : Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a
un hyperplan.

III - Classification des isométries vectorielles

III.A - Isométries vectorielles d'un plan euclidien

Dans cette partie, on suppose que E est un plan euclidien orienté par une base
orthonormée ¢ = (i, j).

Proposition 7 : Soit u € SO(E) une isométrie positive. Il existe un réel 0 € R tel que
pour toute base orthonormée directe % de E, on a

cos(0)
sin(8)

Qi 0
Mat (1) = ( C(S)lsrté)) .

Illustration : Si % = (e, e3), on a par définition les relations

cos(f@)e; +sin(@) e
—sin(@)e; + cos(@) ey

{ ule;) =

u(ex) =

On en en déduit que u est une rotation d’angle 6.

Remarque 7 : En particulier, on vérifie dans la démonstration que
_ [(cos(@) —sin(0)
SOz(R)—{(Sin(Q) cosi6) )E.//ZQ(R)|0€[R}.
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Proposition 8 : Soit u € O(E) \ SO(E) une isométrie négative. Pour toute base or-
thonormée directe & de E, il existe un réel 6 € R tel que

cos(0)
sin(8)

sin(0)

Matg(u) = —cos®)°

Illustration : Comme dans le cas précédent, en notant % = (e, e2), on peut re-
présenter la situation sur le graphique ci-dessous. On en en déduit que u est une

réflexion dont I’axe D est tournée de 3 par rapport a la droite Vect(e;).

Remarque 8: En particulier, on vérifie dans la démonstration que

cos(0)
sin(6)

sin(8)

02(R)\SO2(R) = { ( —cos(8)

)e///z([R)|0€[R}.

Remarque 9: Si on change I'orientation du plan choisi au début, le réel 8 est rem-
placé par son opposé dans les deux propositions précédentes. (Changer 'orienta-
tion revient a changer le sens positif de rotation choisi).

Conclusion : Lorsque E est un plan euclidien, alors

a) les éléments de SO(E) sont les rotations;

b) les éléments de O(E) \ SO(E) sont les réflexions.

III.B - Isométries vectorielles en dimension 3

Dans cette partie, on suppose que E est un espace euclidien de dimension 3 orienté
par une base orthonormée € = (i, j, k).

Proposition 9: Soit u € SO(E) une isométrie positive. Il existe un réel € R et une
base orthonormée directe 4 de E tels que

1 0 0
Matgz(u) =10 cos(@) —sin(0)
0 sin(@) cos(O)

Illustration : En notant % = (e, e2, e3) on en déduit que u est la rotation d’axe D
dirigé par le vecteur e; et d’angle 6.

D

-
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Proposition 10: Soit u € O(E)\SO(E) une isométrie négative. Il existe unréel 6 € R
et une base orthonormée directe % de E tels que

-1 0 0
Matgz(u)=| 0 cos(@) —sin(@)]|.
0 sin(@) cos(6)

Illustration : En notant & = (ey, e2, e3), on en déduit que 'isométrie u est la com-
posée commutative entre :

¢ larotation d’axe D dirigé par e; et d’angle 6;

* laréflexion par rapport au plan D+ = Vect(ey, e3).

D

L

€1

Remarque 10: Dans le cas ou1'angle 0 de la rotation est nulle, 'isométrie négative
u est simplement la réflexion par rapport au plan D+ = Vect(ey, e3).

IV - Réduction des matrices symétriques réelles

Proposition 11 : Les sous-espaces propres d'une matrice symétrique réelle sont
deux a deux orthogonaux pour le produit scalaire canonique de R”.

Exemple 5: Les sous-espaces propres de la matrice symétrique réelle

11 1 1
A_(l 1) sont Eo—Vect(_l) et Eg—Vect(l)

qui sont bien orthogonaux.

Théoreme spectral : Soit A € .#,,(R) une matrice symétrique réelle. Il existe une
matrice diagonale D € .#,(R) et une matrice orthogonale P € O, (R) telles que

A=pPDP ' =PDP".

Remarque 11 : Autrement dit, une matrice symétrique réelle est diagonalisable, a
des valeurs propres réelles et on peut choisir la matrice de passage dans O, (R).

ATTENTION : Sila matrice A est symétrique avec des coefficients non réels, alors
elle n’est pas nécessairement diagonalisable. Par exemple, la matrice

Lo
A= (i _11) € M(©)

est symétrique, mais elle n’est pas diagonalisable.
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V - Méthodes

V.A - Etudier une isométrie vectorielle en dimension 3

Dans cette partie, on suppose que E est un espace euclidien de dimension 3 orienté
par une base orthonormée % = (i, j, k). On souhaite étudier un élément u € O(E).
On commence par déterminer si © est une isométrie positive ou négative en calcu-
lant son déterminant.

V.A.1 - Isométrie positive

D’apres le cours, on sait qu’il existe un réel 0 € R et une base orthonormée di-
recte & = (e1, ez, e3) de E tels que

1 0 0
Mat»(u) =10 cos(@) —sin(0)
0 sin(@) cos(O)

Lendomorphisme u est la rotation d’axe D dirigé par e; et d’angle 6. La méthode
ci-dessous permet de déterminer ses caractéristiques.

Méthode : Etude d’'une isométrie positive de 'espace
On suppose que u # Idg (sinon u = Idg etil n'y a pas d’étude a faire).

1) On détermine I'axe D en utilisant que D = E; (u) = Ker(Idg — u).
On fixe un vecteur e; unitaire dans D.

2) Pour déterminer I'angle 0 € R de la rotation, on utilise la relation

Tr(u) -1

Tr(u)=1+2cos(@) < >

cos(0) =

On en déduit O en utilisant que le signe de sin(d) est le méme que celui du
nombre dety (e, x, u(x)) ou x € E\ D est un vecteur quelconque.

3) Pour déterminer les vecteurs e, et e3, on choisit un vecteur unitaire e, orthogo-
nal a ey, puis on pose e3 = e1 A es.

Exemple 6 : Soit u € O(E) dont la matrice dans ¥ = (i, j, k) est

3 1 V6
A==| 1 3 —v6|.
H-ve v6 2

Nous allons déterminer les éléments caractéristiques de cette isométrie. On vérifie
que det(u) = det(A) = 1, donc u est une isométrie positive.

1) On obtient par le calcul que D = E; (1) = Ker(Idg — u) = Vect(i + j), donc on pose
1
V2

2) SifeRestl’angle de la rotation u, on a

e = (l+])

cos(f) = T -1_2-1_

1
T =1+2 —.
T(u) +2cos(@) < > > 5

De plus, on sait que le nombre sin(f) est de méme signe que

10 1
3
dety(er, ju(j)) =——=|1 1 3 :£>0’
W2y o 6

b2
donc u est la rotation d’axe D dirigé par i + j et d’angle 3

3) Sil’on souhaite déterminer une base orthonormée directe % adaptée a I'isomé-
trie u, on peut prendre e, = k qui est orthogonale a e; et

. .
es=ejNey=—(—]j).

V2
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V.A.2 - Isométrie négative

D’apres le cours, on sait qu'il existe un réel 8 € R et une base orthonormée di-
recte & = (e1, ez, e3) de E tels que

-1 0 0
Matg(u)=| 0 cos(@) —sin(@)
0 sin(@) cos()

Lendomorphisme u est la composée commutative entre :
¢ larotation d’axe D dirigé par e; et d’angle 6;
* laréflexion par rapport au plan D+ = Vect(ey, e3).
La méthode ci-dessous permet de déterminer ses caractéristiques.
Méthode : Etude d’'une isométrie négative de espace
On suppose que u # —Idg (sinon u = —Idg etil n'y a pas d’étude a faire).

1) On détermine I'axe D en utilisant que D = E_; (1) = Ker(-Idg — u).
On fixe un vecteur e; unitaire dans D.

2) Pour déterminer I'angle 0 € R de la rotation, on utilise la relation

Tr(u)+1

Tr(u) =-1+2cos() < 5

cos(0) =

On en déduit 0 en utilisant que le signe de sin(@) est le méme que celui du
nombre dety (e, x, u(x)) olt x € E\ D est un vecteur quelconque.

3) Pour déterminer les vecteurs e, et e3, on choisit un vecteur unitaire e, orthogo-
nal a e, puis on pose e3 = e A es.

Exemple 7 : Soit u € O(E) dont la matrice dans ¥ = (i, j, k) est

7 4 4
A=-[-4 8 -1
4 1 -8

On vérifie que det(u) = det(A) = —1, donc u est une isométrie négative.

1) On obtient par le calcul que D = E_;(u) = Ker(—Idg — u) = Vect(i — 4k), donc on

pose
1

V17

2) Sif eRestl’angle de la rotation, on a que

ey = (i—4k).

cos(6) = Tr(u) +1 _ 7/9+1 _ §

T =—-1+2 0
r(u) cos(@) < 2 2 9

De plus, on sait que le nombre sin(f) est de méme signe que

1 1 1 7 16
detg (e, i,u(i)=——=|0 0 —-4|=—=>0,
WI7| 4 o 4 917

donc u estla composée commutative entre :
e larotation d’axe D dirigé par i —4k et d’angle Arccos(8/9);
* la réflexion par rapport au plan D+ = Vect(j,4i + k).

3) Sil’on souhaite déterminer une base orthonormée directe % adaptée a I'isomé-
trie u, on peut prendre e; = j qui est orthogonale a e; et

1
es=e; Ney=—~Ai+k).

V17

8/12


http://vonbuhren.free.fr

Chapitre 10 - Isométries d'un espace euclidien - Cours

Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

V.B - Diagonaliser une matrice symétrique réelle

On considéere une matrice symétrique réelle A € .#,,(R) que I'on souhaite diagona-
liser de sorte que la matrice de passage P soit orthogonal.

Méthode : Déterminer la matrice de passage orthogonale

1) On détermine les sous-espaces propres de A.

2) On construit des bases orthonormées de chacun des sous-espaces propres (en
utilisant, par exemple, I’algorithme de Gram-Schmidt).

3) La matrice P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs des bases ortho-

normeées trouvées.

Exemple 8 : Nous allons diagonaliser la matrice symétrique réelle ci-dessous avec
une matrice de passage orthogonale.

1 -2 -2
A=|-2 1 =2].
-2 -2 1

Le polynome caractéristique de A est
XA = (x+3)(x-3)%,

Les sous-espaces propres de la matrice A sont

1 1 1
E3(A)=Vect||-1|,] O et E_3(A)=Vect|1].
0 -1 1

En appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt a la base de E3(A) ci-dessus, on en
déduit qu’'une base orthonormée de E3(A) est

1

En normalisant le vecteur dans la base de E_3(A) ci-dessus, on obtient une base
orthonormée de E_3(A) avec le vecteur

L,
V3 1,]
Onadonc A=PDP ! avec
30 0 ) V3 1 V2
D=|0 3 of, P=—|-vV3 1 V2|.
0 0 -3 G 0 -2 V2
De plus, on a par construction que P € O3(R), donc
V3 -vV3 0
pl=pl=—11 1 -2].
Velvz vz vz

9/12


http://vonbuhren.free.fr

Chapitre 10 - Isométries d'un espace euclidien - Cours

Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

V.C - Etudier une conique
On se place dans un plan %2 muni d’'un repére orthonormé (O, i, j).

Définition (Conique) : Une conique dans & est 'ensemble des points M(x, y)
vérifiant une équation de la forme

ax*+bxy+cy*+dx+ey+f=0

o1 (a, b, c,d, e, f) € R® vérifie (a, b, ¢) # (0,0,0).

Proposition 12 : Soit (a, b) € R? avec a >0 et b > 0.

2 2
(i) La conique admettant pour équation s + i 1 est une ellipse dont le
centre est |'origine.
y . NN L
(ii) La conique admettant pour équation 2T 1 est une hyperbole dont le

centre est |'origine.

Ilustration : On peut représenter les deux coniques de la proposition.

Ellipse d’équation

BRI -3y

Hyperbole d’équation

Méthode : Etudier une conique
On consideére une conique de &7 dont|’équation est

ax®*+bxy+cy*+dx+ey+f=0.
1) On metl’équation sous la forme matricielle
a bl 2) (x

(x y)(b/Z c J\y

[ ——
A

)+(d e)(;)+f:0.

2) Comme la matrice A est symétrique réelle, on peut déterminer une matrice or-
thogonale P € O, (R) et une matrice diagonale D telles que D = P~ AP.

3) On détermine I'équation de la conique dans le repére (O, e1, e2) ol (eg, e2) est la
base orthonormée de vecteurs propres que 1’on vient de calculer. Pour cela on
procede au changement de variable

X u
b)=+L)
y v
dans!’équation de départ. On obtient ainsi une équation simple dans le nouveau
repere orthonormé (O, ey, e2) qui nous permet d’identifier la conique.

— v) pr

Transposition

(x y)=(u
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Exemple 9: On souhaite étudier la conique %7 de & dont I'équation est
3x% —2xy+3y*—8x+8y+6=0.
On commence par réécrire cette équation sous la forme matricielle
3 -1)(x X
(x ) (_1 3 )(y)+(—8 8) (y)+6—0.

—_——
A

Comme la matrice A est symétrique réelle, on peut lui appliquer la méthode de
diagonalisation vue dans la partie précédente. On trouve que les valeurs propres
de A sont 2 et 4 et que les sous-espaces propres respectifs associés sont

B> (A) :Vect(i) et Ey(A) = Vect(_ll).

Ainsi, on peut écrire D = P~! AP avec les matrices

20 1 (1 -1
D:(O 4) et Pzﬁ(l 1)€OZ(R).

( ] ')

Pour obtenir I'équation de la conique dans le repere (O, e}, e2), on effectue le chan-

gement de variable
b)=+L0)
y v

dans1’équation de la conique. On obtient

(x y)A(§)+(—8 8)(;)+6:0 o (u v)PTAP(5)+(—8 8)P(l;)+6:0

ey = (l+])

o (u U)D(L;)+(O 8\/5)(;‘)+6=0

o 2t +41°+8V20+6=0
o W+2w+v2)>%=1.

Ainsi la conique étudiée est une ellipse. Son centre Q a pour coordonnée (0, —v/2)
dans le repére (O, ey, €2), donc (1,—-1) dans le repeére (O, i, j).

On peut tracer la conique %7 en utilisant son équation dans le repére (O, eq, e2).

La conique %]

Exemple 10: On souhaite étudier la conique %> de & dont I'équation est
16x? —24xy +9y* +25x—50y = 0.

On commence par réécrire cette équation sous la forme matricielle

(x y)(_llﬁ2 _;2)(;)+(25 —50)@):0.

—_——
A

Les valeurs propres de A sont 0 et 25 et les sous-espaces propres associés sont

Eo(A) =Vect(3) et E25(A):Vect(_4).

4 3

Ainsi, on peut écrire D = P~1 AP avec les matrices

0 0 1(3 -4
D—(O 25) et P—g(4 3)e02(R).
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On définit donc les vecteurs
1 1
e1=5(3i+4j) et egzg(—4i+3j).

Pour obtenir I’équation de la conique dans le repére (O, e1, €2), on effectue le chan-

y

dans I’équation de la conique. On obtient

(x y)A(;)+(25 —50)(;)=0 o (u v)PTAP

Z) +(25 -50) (”) =0

P
u u

o (u U)D(v)+(—25 —50)(v)_0

o 2502 -25u—-50v=0

o u=v*-2u.

Ainsi la conique étudiée est une parabole. Son sommet S a pour coordonnée (—1,1)
dans le repere (O, e}, €2), donc (-=7/5,—1/5) dans le repere (O, i, j).

On peut tracer la conique %5 en utilisant son équation dans le repere (O, e, e2).

€]

La conique %>

Conclusion : Pour terminer, voici la liste exhaustive des types de coniques.
a) Lensemble vide (exemple : x%+ y2 =-1),

b) Un point (exemple : x* + > = 0),

¢) Une droite (exemple : x2=0),

d) Deux droites paralléles (exemple : x> = 1),

e) Deux droites sécantes (exemple : x% - y2 =0),

f) Une parabole (exemple : x> — y =0),

g) Une ellipse (exemple : x2+2 y2 =1,

h) Une hyperbole (exemple : x> —2y% = 1).
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