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CHAPITRE 2
Intégration d’'une fonction sur un intervalle

Exercice 1: On note I I'intégrale que 1'on étudie.
(i) Lafonction t— 1/(¢—1)? est continue sur]1,2]. Pour tout @ €]1,2], on a

1 12 1

_ — -1
t-1), a-1

2 dt
a (=12

+00,

a—1*

doncl'intégrale I diverge.

(ii) Lafonction t— cos(t)/v/sin(¢) est continue sur ]0,7/2]. Pour tout a €10, 7/2],

ona
™12 cos(r) w2
dr=[2/sin(@)|  =2-2v/sin(@
a y/sin(¥) a a—0
donc l'intégrale I converge et I = 2.

2)~Y2 est continue sur ] — 1,1[. On introduit donc

Lde
et 12:_[ .
0 V1—¢?

(iii) Lafonction t— (1 -—

0
n=|
-1

Pourtouta €] -1,0],ona

t
V1-1¢2

T

= [Arcsin(5)]° _
[ (BD]g 1 2

= —Arcsin(a) =

’

t
a V1—1¢2

donc I'intégrale I; converge et I; = w/2. De méme, pour tout € [0,1[, on a

f P s (£)1F = Arcsin(p) = z
= ICSin = I'CSln _— ,
0 V1-1¢? p—1- 2

donc l'intégrale I, converge et I, = /2. Finalement, I'intégrale I est conver-
genteetonal=5L+L=n

1/7

(iv) Lafonction r— te~! est continue sur [0, +oo[. Pour tout § € [0, +oo[, on a avec
une intégration par parties

1]

f—+o0

B
f te”'dr=1-(B+1e’
0

doncl'intégrale I converge et I = 1.

(v) Lafonction t — tan(¢) est continue sur [0,77/2[. Pour tout € [0,7/2[, on a

B sin(r)
f tan(t)dt=f de=1[- ln(cos(t))] = —In(cos(f))
0 o cos(f)

+00,
B—mi2-

donc l'intégrale I diverge.

(vi) Lafonction t — In(1 + 1/¢2) est continue sur ]0, +oo[. On introduit donc

1 1 +00
Ilzf ln(1+—2 dr et Izzf ln(1+—) dr
0 r 1

Pour tout a €]0, 1], on a avec une intégration par parties

1 1 1
f In|1+ = dt=In(2)—aln(1+ — + — —2Arctan(a)
a r a? 2

InE) + 2
n )
. 2

a—0

donc l'intégrale I; converge et I =In(2) + % De méme, pour tout § € [1, +o0],

ona
i i
/ ln(1+i) dr = tln( l)] ( 2/ dr
1 2 2 1 1 l‘2+1
=ﬁln( % —ln(2)+2[Arctan(t)]

1
= fBIn (1 + E) —In(2) + 2Arctan(p) — E

donc l'intégrale I, converge et I, = —In(2) +
convergenteetonal=LH+L=nx

7. Finalement, I'intégrale I est
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Exercice 2 : Les fonctions t — cos(f)e” %" et t — sin(t)e” %" sont continues sur l'in-

tervalle [0, +o0l. Pour tout § €]0, +oc], on a

b —at . b . —at h (i-a)t
f cos()e @ dt+1f sin(f)e 4 dtzf e Mgy
0 0 0
_[etot ﬁ_ eli-@p _ 1
li-a 0  i-a

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient

p -a)p _ p (-a)p
f cos(t)e” ‘”dt—Re(e—), f sin(t)e” ‘”dt—Im(e—).
0 0

1—a 1—a

Comme |eli~@P| = ¢=4P ﬁ—» 0, on en déduit que I et J convergent et que
—+00

-1
r=re( =) -
i—-a

Exercice 3: On note I I'intégrale que I'on étudie et f la fonction intégrée.

a
a’+1

— 1
et =Im|—|= .
J (i—a) a’+1

+00 dt

2
est une intégrale de Riemann convergente, donc I est absolument conver-
gente par comparaison, donc convergente.

(i) Lafonction f est continue sur [1,+oco[ et on a | f(?)| Iou 1/t >0. Orf
0 1

(ii) Lafonction f est continue sur ]0, +oo[. On doit donc étudier les intégrales

1 d +00 dt
]:f ; et K= f
0o € —

1
— est une intégrale de Riemann divergente,

. Onaf(t) ~ 1/t > 0. Or

donc 1’1ntegrale J est dlvergente par comparaison.
On conclut que I est divergente.

(iii) Lafonction f est continue sur ]0, +oo[. On doit donc étudier les intégrales

J= fcos( )dt et K= f cos(t)dt

217

1
e Sur [0,1,ona0 < [f()I<L], orf 1dt est convergente, donc J est absolu-
0
ment convergente par comparaison, donc convergente.
+00
*Onaf (t) ~ 1 0, or f 1dt est divergente, donc K est divergente par
1

comparalson.
On conclut que I est divergente.

(iv) Lafonction f est continue sur ]0,+oo[. On doit donc étudier les intégrales

= [lsnf ] ar e = [an( ) ar

e Sur[0,1],ona0 < |f()|<1,or fl 1dt est convergente, donc J est absolu-
ment convergente par comparaisoon, donc convergente.

* Ona f(1) ol 1/t >0, or fl " 7z est une intégrale de Riemann conver-
gente, donc K est convergente par comparaison.

On conclut que I est convergente.

(v) Lafonction f est continue sur ]0,3[. On doit donc étudier les intégrales
K f3 dr
1 B=0DV1

11
* Ona f() > 1/V/t >0, or f —dt est une intégrale de Riemann conver-
" 0 Vit

_fl dr
0 B-0Vt

gente, donc J converge absolument par comparaison, donc J converge.
¢ En effectuant le changement de variable u = 3 — ¢ dans l'intégrale K, on
obtient I'intégrale

! 2 1
B
0 uVv3-u
——
gu)
L du
On a g(u) ~1/u >0, or f — est une intégrale de Riemann divergente,
donc K’ est dlvergente par comparaison. Avec le théoreme du changement
de variable, on en déduit que K est divergente.
On conclut que I est divergente.
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(vi) Lafonction f est continue sur ]0, +oo[. On doit donc étudier les intégrales

1 +00
:f In(?) dr et K= f ln(t)
o 1+13

1+t3
e On a If(t)l ~ —ln(t)

0
convergente, donc J est absolument convergente par comparaison, donc
convergente.

1

0, or In(#)dr est une intégrale de référence

e Pour tout f € [1,+0o[,ona 0 < f(f) <

grale de Riemann convergente, donc K est convergente par comparaison.
On conclut que I est convergente.

1 +00
==, or/ = dr est une inté-
t 1 t

(vii) Lafonction f est continue sur [0, +ool. De plus, on a

0< f(2) =Isin(s)| [sin(e”")| <e7".

+o0o
Or f e ' dr est une intégrale de référence convergente, donc I converge

0
absolument par comparaison, donc I est convergente.

(viii) Lafonction f est continue sur ]0,1[. On doit donc étudier les intégrales

In(t)

1/2 1 h’l(t)
= —  dr t K= —dr
/ fo TEDEE fl/z (1= 0302
1

* Onalf (t)I ~—=1In(t) > In(#) dt est une intégrale de référence conver-

0
gente, donc J est absolument convergente par comparaison, donc conver-
gente.

* En effectuant le changement de variable u = 1 — ¢ dans l'intégrale K, on

obtient I'intégrale
[ 1/2 ln(l
K'=

us/z

0, or

g(u)

1
Onalg(wl| ~ 1/ ull? >0, or —— est une intégrale de Riemann conver-
0+ tl/Z

gente, donc K’ est absolument convergente par comparaison, donc conver-
gente. Avec le théoréme du changement de variable, on en déduit que K est
convergente.

On conclut que I est convergente.

La fonction f est continue sur [0,1[. En effectuant le changement de va-

riable u =1 - t, on obtient I'intégrale

(ix)

1
I= [ e du
0 1-v1-u
g

De plus, on a
1

—(1-ul/2+o0(u)o

(w) = E
§ B u

u
or f — > 0 est une intégrale de Riemann divergente, donc I’ est divergente

par comparaison. On conclut que I est divergente par le théoréme du chan-
gement de variable.

Exercice 4: On note I I'intégrale dont on étudie la convergence.

2
(i) Lafonction f:t— ((t +1)1B - t”s) est continue sur [0, +oo[. De plus, on a

(t+ 13 = 1/3(1+ ) 1/3(1+ +o(—))
t 3t o\t

1 1
_ 3
=TS +0(t2’3)'

En particulier, on obtient

! 1)) 1
f= 3t2/3+0 213 +309t4/3/0

+00
Or l'intégrale f i est une intégrale de Riemann convergente, donc I'in-
1

tégrale I est convergente par comparaison.
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(ii) Lafonction f:t— t+2—V't?>+4t+1 est continue sur [0, +oo[. De plus, on a

4 1 1/2
\/t2+4t+1:t(1+—+—)
t
1325 +<(7)
=t|l+=|—-+=5|-=[-] +o|=
2\t 2] 8\r 12
)
ik
En particulier, on obtient

ool 23
ro= 2t O\7)) f02: 7
+00

- est une intégrale de Riemann divergente, donc l'inté-

3
=t+2-—+o0
2t

Or l'intégrale

1
grale I diverge par comparaison.

Exercice 5: La fonction ¢ +— (¢ —sin(?))/t% est continue sur ]0, +oo[. On note
1 . oo .
t—sin(t t—sin(t
om [0 g g =[SO,
0 AL 1 4
* On étudie I'intégrale J,. On a

t—sin(t) 3/6+0(t3) 1
= ~ .=0
ta 1 0+ 6ta—3
1

pr= converge si et seulement si a—3 < 1 ce qui

équivaut a a < 4. On en déduit que J, converge si et seulement si a < 4 par

Or l'intégrale de Riemann

comparaison.
* On étudie I'intégrale K,;,. On a
t—sin(?) t 1
—_— ~ == = 0.
ta +o0 1@ ra-1
+o00
Or l'intégrale de Riemann prrm converge si et seulement sia—1>1 ce
qui équivaut a a > 2. On en déduit que K, converge si et seulement si a > 2 par

comparaison.
Finalement, I'intégrale I, converge si et seulement si 2 < a < 4.

Exercice 6 : En posant u = e’ dans I'intégrale I, on obtient

+00 du
]_fl (u+1)72
Pour tout f € [1,+o0[, on a
fﬁ du [ -11P 1 1 1
1 (u+1)2 |u+l|;, 2 B+1 p—too 2’

doncl'intégrale J est convergente et vaut 1/2. Finalement, par le théoréme du chan-
gement de variable, I'intégrale I est convergente et I =1/2.

Exercice 7: En posant u = V't dans I'intégrale I, on obtient

1
]:f 41n(u) du.
0

Pour tout ¢ €]0,1], on a

1
f 4In(w)du =4 [uln(u) - ull =4(-1-aln(a) + a -4,

a—0*
doncl'intégrale J est convergente et vaut —4. Finalement, par le théoréme du chan-
gement de variable, I'intégrale I est convergente et [ = —4.
Exercice 8: En posant x = (1+sin(#))/2 dans I'intégrale I, on obtient

/2

1dx
—1/2

J=

qui est convergente et vaut 7. Ainsi, par le théoréme du changement de variable,
I'intégrale I est convergente et I = 7.
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Exercice 9:
1. Lafonction t— 1/((1 + t3)(1 + %)) est continue sur [0, +oo[. De plus, on a

1
(1+ £2)(1 + £9) +oo (2%a

=0.

+00 dt
Or f pox est une intégrale de Riemann convergente, donc I, est conver-
1
gente par comparaison. De méme, t — t%/((1 + tz)(l + t%)) est continue sur
I'intervalle [0, +oo[ et
t? 1 >0
A+ )1+ t9) +o0 27

+00
Or f = estune intégrale de Riemann convergente, donc J, est convergente
1
par comparaison.
2. Avec le changement de variable, on obtient directement que I, = J,.

3. Ona

LaJ _f+°° (1+t%dt _f+°° dr
ariam A+ +t  Jo 1+12

Or, pour tout réel § € [0, +oo[, on a

fﬁ dr
o (1+12)

donc I, + J, =m/2. Comme I, = J,, on en déduit que I, =], = /4.

7
=Arctan(ff) —— —
f—too 2’

[Arctan( t)] 0

Exercice 10:

In(#) pour tout ¢ € [1,+oo[. On obtient la seconde inéga-

Vi=In(t) est

1. Il est évident que 0 <
lité en montrant que la fonction & : [1, +oo[— R définie par h(f) =
positive a I'aide d'une étude de fonction.

2. Lafonction f : t — In(t)/(a? + t?) est continue sur ]0, +oo[. On introduit donc
les intégrales
1 In(p) + n(¢)
][l =f 2
0 ac+t

dt et K —f —_
a 1 a? + 12

1

* On a |f()] (; [In(#)| = —In(z) > 0. Or l'intégrale In(¢)dt est une inté-

grale donc J, converge absolument par comparaison, donc l'intégrale J,
converge.

donc pour tout réel ¢ € [1, +ool.

fn <

¢ Avec la question 1, on a 0 < 3/2,

Comme l'intégrale f est convergente, donc K, est absolument conver-

3/2
gente par comparalson donc convergente.

Finalement, I'intégrale I, est convergente.
3. Avec le changement de variable, on obtient I; = —1I;, donc I; =0.

4. Avec le changement de variable ¢ = au, on obtient

I f*oo In(?) dt_f+°° aln(au)
“ a+ 2 o a’+atu?

too  du f+°° ln(u)
1+ u2 o 1+ uz

ln(a)

ln(a) /+°° du
1+u?’

I

Or, pour tout réel B € [0, +oo[, on a

fﬁ dr
0 (1+12)

nln(a)
2a

[Arctan(t)]ﬁ Arctan(f) —— z

B—+oco 2’

donc I, =

Exercice 11 :
1. Lafonction ¢ — In(sin(#)) est continue sur ]0, /2]. De plus, on a

sin(?) )
t

| In(sin(8))| = {In(?) +In

o~ [In(#)| = —In(z) > 0.

Or f In(#) dr est une intégrale de référence convergente, donc I est absolu-
0

ment convergente par comparaison, donc I converge.
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2. Enposant u = n/2 — t dans l'intégrale J, elle devient I'intégrale I. On en déduit
que J est convergente et que I = J.

3. Ona
w2 w2 in(2
I+]:f ln(sin(t)cos(t))dt:f ln(sm( t))dt
0 0 2
/2
2_”12(2) + f In(sin(21)) dt.
0

En posant u = 2¢, on obtient

b

/2 11" 1 1
f In(sin(21))dt = —f In(sin(u))du = -1+ —f In(sin(u)) du.
0 2 Jo 2 2Jan

En posant x = 7 — ¢ sans cette derniére intégrale, on trouve

T

1 1 /2
- In(sin(w)) du = —f In(sin(r — x)) dx
2 2 Jo

/2

1 /2

= —f In(sin(x))dx = —
2 Jo

. ) rln(2)
Finalement, on a montré que I+ J = — + 1, donc
11ln(2)
I=]=- .
J 2

Exercice 12:
1. Il suffit d’effectuer une intégration par parties.

2. Les fonctions f: t — sin(¢)/t et g : t — cos(t)/t?> sont continues sur [, +ocol.
De plus, on a

+00 dt
o [
12

T
convergente par comparaison. Comme ﬁlim cos(B)/B = 0, on en déduit en
—+00

Vte[m, +oof, 0<K

cos(t) ’

+00

est une intégrale de Riemann convergente, donc g()dr est

prenant la limite lorsque § — +oo dans la relation de la premiére question que
I'intégrale I est convergente.

3. Pour tout n € N*, on a I'inégalité

| sin(?)| S |sin(?)|

Vte [nn, (n+1)n], " > D

En intégrant, on en déduit

(n+1)m (n+)r
f / |sin(#)|dt.
nr

Or la fonction ¢ — |sin(#)| est & - périodique, donc

(n +1)n

sin(t) ‘ 1

(n+)m T
f |sin(t)|dt=f sin(#) dt = [-cos(1)]; = 2,
n 0

/4
ce qui démontré I'inégalité.

4. Pour tout N € N*, en sommant les inégalités précédentes, on obtient

fNﬂ sin(t) Nzl 2 2 % 1
n S m+)n m/7=n
- 1 .
Or la série Z — diverge, donc
n
) N7 | sin(r)
lim I = +o0,
N—+oo Jg

par comparaison. Ainsi, I'intégrale I ne converge pas absolument.

Exercice 13 :

1. Lafonction r— e~ ! est continue sur [0, +oo[. Pour tout f € [0, +oo[, on a

B
f e ldt=[-e t]ﬁ—l e P —1,
0

B—+o0

donc l'intégrale I est convergente eton a I = 1.

2. Il suffit d’effectuer une intégration par parties.

6/7
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3. Ondémontre &, : «Lintégrale I, est convergente» par récurrence pour 7 € N.

* Initialisation : Pour n = 0, I'intégrale I est convergente d’apres la premiere
question.

e Hérédité : Soit n € N tel que &, est vraie. Par hypothése de récurrence, le
second membre dans la relation de la question 2 converge vers (n+1) - I,
lorsque  — +o00. On en déduit que I'intégrale I,,.; est convergente.

Finalement, on a montré que I'intégrale I,, est convergente pour tout n € N.

4. C’est la relation que 'on a montré dans I'hérédité de la récurrence ci-dessus.
On en déduit par récurrence que I, = n! pour tout n € N.
Exercice 14 :
1. Lafonction t— t*~1/(1 + £) est continue sur ]0,1] et on
AR |
1+70 (1%

= 0.

1
Or l'intégrale de Riemann prE converge si et seulement si 1 — x < 1, ce qui

équivaut a x > 0. Ainsi, la fonction f est définie sur ]0, +oo[ par comparaison.
2. Soit (x, y) €]0, +oo[? tel que x < y. On obtient

tx—l l.y—l

Vtelo,1], = —,
10,1} 1+t7 1+t

donc en intégrant, f(x) > f(y). Ainsi, la fonction f est décroissante.

3. Pour x>0,0na

1 px-1 1 4x 1 1
f(x)+f(x+1):f dt+f dt:f t*lde =~
o 1+¢ o 1+¢ 0 X
4. Comme la fonction f est décroissante et positive, on sait qu’elle admet une
limite ¢ € R en +oo. En prenant la limite dans la relation de la question 3, on
trouve ¢ = 0. De plus, en utilisant la relation de la question 3 et la décroissance
de f, on a pour tour x > 1 que

1 1
— =[O+ fE+ ) <2fQ) < fle-D+f0 = —

717

On obtient donc

X
1<2xf(x)<m,

donc en utilisant le théoréme d’encadrement, on en déduit que

1
XEIPOOfo(x) =1 o f o o
5. Comme f est décroissante, on sait qu’'elle admet une limite ¢ € R U {+o0}
lorsque x — 0. De méme, la fonction x — f(x + 1) est décroissante et ma-
joré par f(1) sur ]0,+ool[, donc elle admet une limite finie lorsque x — 0. On
en déduit en prenant la limite dans la relation de la question 3 qu’on ne peut
avoir que ¢ = +oco. De plus, on a

1
li = lim 1- =1 ~ =,
Jig 20 = Jig 1= R G D=1 @ S0
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