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Introduction

Un espace préhilbertien réel est un espace vectoriel réel dans lequel on
dispose d'une opération algébrique supplémentaire permettant d’associer
un nombre réel a chaque couple de vecteurs : un produit scalaire. Cette
nouvelle application permet d’étendre les notions traditionnelles de
géométrie euclidienne du plan et de I'espace a un espace vectoriel réel
quelconque : les longueurs, les angles, I'orthogonalité et la projection
orthogonale. Le préfixe « pré » dans le mot « préhilbertien » fait référence a
I'absence d’'une hypothése particuliere : la complétude. Lorsque cette
hypothése supplémentaire est vérifiée, I'espace porte le nom d’espace
hilbertien ou d’espace de Hilbert en référence au mathématicien allemand
David Hilbert.
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Introduction

Les espaces préhilbertiens interviennent dans de nombreux domaines de la
physique. Ils sont par exemple au cceur de la théorie de la mécanique
quantique. D’autre part, ils permettent d’introduire de nombreux outils
pour étudier les équations aux dérivées partielles qui sont omniprésentes
dans les problemes de la physique. En mathématiques, la généralisation
des notions de produit scalaire et de projection orthogonale nous permettra
de construire la théorie des séries de Fourier dans un futur chapitre.

Dans ce chapitre, nous commencerons par définir la notion générale de
produit scalaire sur un espace vectoriel réel. Dans un second temps, nous
étudierons I'orthogonalité dans ce nouveau cadre, puis finalement nous
généraliserons la notion de projection orthogonale avec ses propriétés
classiques.

Dans tout le chapitre, on fixe un espace vectoriel E sur R.

TSI 2 - Chapitre 9 - Espaces préhilbertiens réels



I - Généralités A - Produit scalaire

Définition (Produit scalaire)

Une application ¢ : E x E — R est un produit scalaire si elle vérifie les
conditions suivantes.

(i) Linéaire a gauche : pour tout y € E, I'application x— ¢(x, y) est linéaire,
(ii) Linéaire a droite : pour tout x € E, 'application y — ¢(x, y) est linéaire,
(iii) Symétrique : pour tout (x,y) € E2, on a ¢(x,y) = @(y, X),
(iv) Positive : pour tout x€ E, on a ¢(x,x) =0,

(v) Définie : si x € E vérifie ¢(x, x) =0, alors x=0.

Remarque 1

Si la condition (iii) est vérifiée, alors les conditions (i) et (ii) sont
équivalentes.
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I - Généralités A - Produit scalaire
Exemples 1

a) Le produit scalaire euclidien canonique sur E = R" est défini par

n
V() eR"xR", @@y =) Xy
i=1
b) Si E=%°([0,1],R), I'application ¢ : E x E — R définie par

1
V(f,g) € €°([0,1,R)?, o(f, 8 =f0 fHgde

est un produit scalaire sur €°([0,1],R).
c) Si E=.#,(R),'application ¢ : E x E — R définie par

V(A B) € #,([R)?, (A B)=Tr(A'B)

est un produit scalaire sur .#,(R).
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I - Généralités A - Produit scalaire

Le produit scalaire de (x, ) € E? se note (x| y), (x| ) ou x-y.

Définition (Espace préhilbertien réel)

Un espace préhilbertien réel est un espace vectoriel réel muni d'un produit
scalaire.

Définition (Espace euclidien)

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni
d’un produit scalaire.
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I - Généralités B - Norme associée a un produit scalaire

Jusqu’a la fin du chapitre, on fixe un produit scalaire (- | -) sur E.

Définition (Norme associée a un produit scalaire)

La norme associée au produit scalaire (- | -) est ’application |- || : E — R

définie par
VxeE, |lxll=v(x]x).

Exemple 2

La norme associée au produit scalaire canonique sur R” est

VXeR", [xll=/x3+-+ x5
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I - Généralités B - Norme associée a un produit scalaire

Proposition 1
Lanorme |- | : E— R vérifie les propriétés suivantes.
(i) Positivité : pour tout x€ E, on a || x|l =0,
(ii) Séparation : pour tout x€ E, on a || x|| = 0 si et seulement si x =0,

(iii) Homogénéité : pour tout x€ Eettout L€ R, ona [|A- x| =[A]- [ x]|.

Remarque 2

Pour tout (x,y) € E?, on ala relation IIxinI2 = |xl? +2(x| ¥+ ||y||2.

Proposition (Identité de polarisation)

Pour tout (x,7)? € E, on a I'identité

1
(xly) = 5(||x+ Y2 =2l = lyl?).
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I - Généralités B - Norme associée a un produit scalaire

Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tout (x,3) € E2, on a I'inégalité

el < lxlliyl.

De plus, on a égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont colinéaires.
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I - Généralités B - Norme associée a un produit scalaire

Proposition (Inégalité triangulaire)

Pour tout (x,y) € E2, on a I'inégalité

lx+yll < llxll + iyl

De plus, on a égalité si et seulement si x = 0 ou s'il existe A = 0 tel que y = Ax.

Proposition (Identité du parallélogramme)

Pour tout (x,)) € E?, on a l'identité

lx+ 2+ llx—ylI? = 2% + 20yl
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I - Généralités B - Norme associée a un produit scalaire
Ilustration

Les deux figures ci-dessous illustrent les propositions précédentes.

Linégalité triangulaire L'identité du parallélogramme

Définition (Distance associée a un produit scalaire)

La distance associée a un produit scalaire sur E est
I'application d: E x E — R définie par

V(x,y) € E?, d(xy) =lx-yl.
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II - Orthogonalité A - Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition (Vecteurs orthogonaux)

Deux vecteurs x € E et y € E sont dits orthogonauxsi (x| y) = 0.

Exemples 3

En reprenant les espaces préhilbertiens de I’exemple 1,

a) Lesvecteurs (1,-1,0,...,0) et (1,1,0,...,0) sont orthogonaux.
b) Les fonctions t— 1 et t— ¢—1/2 sont orthogonales.

c) Si Aestune matrice triangulaire strictement supérieur et si B est une
matrice triangulaire inférieur, alors A et B sont orthogonaux.

Théoréme de Pythagore

Deux vecteurs x € E et y € E sont orthogonaux si et seulement si

2 2 2
lx+yl= = llxl= + liyl=.
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II - Orthogonalité A - Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition (Sous-espaces orthogonaux)

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont dits orthogonaux si tous les
vecteurs de F sont orthogonaux a tous les vecteurs de G, i.e.

V(x,) e FxG, (x|y)=0.

Exemple 4

Si E = .#/,(R) muni du produit scalaire (A | B) = Tr (A" B), alors les
sous-espaces vectoriels .7, (R) et .27, (R) sont orthogonaux.
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II - Orthogonalité A - Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition (Orthogonal d’un sous-espace vectoriel)

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Lorthogonal de F est 'ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de F, i.e.

Ft={xeE|VyeF, (x|y =0}.

Proposition 2

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Lensemble F* est un sous-espace
vectoriel de E.

Exemple 5

Dans E = R® muni du produit scalaire euclidien canonique, I'orthogonal de

H={xy,2) eR®|x+y+z=0}

est la droite H+ = Vect((1,1,1)).
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II - Orthogonalité A - Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Théoréeme 1

Si E est un espace euclidien et si F est un sous-espace vectoriel de E, alors

dim(E) = dim(F) + dim (F*).

Exemple 6

Dans 'exemple précédent, on a dim(H) = 2, donc dim (H) = 1.
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II - Orthogonalité B - Familles orthogonales et orthonormées

Définition (Famille orthogonale)

Une famille (u;) ;c; de vecteurs de E est dite orthogonale si ses vecteurs sont
orthogonaux deux a deuy, i.e.

Vijel, i#j = (ulu)=0.

Définition (Famille orthonormée)

Une famille (u;) ;7 de vecteurs de E est dite orthonormée (ou
orthonormale) si elle est orthogonale et que || u;|| = 1 pour tout indice i € I.

Exemple 7

La base canonique de R” est une base orthonormée pour le produit scalaire
canonique sur R”.

Proposition 3

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

TSI 2 - Chapitre 9 - Espaces préhilbertiens réels 16/33




II - Orthogonalité B - Familles orthogonales et orthonormées

Théoréme 2

On suppose que E est un espace euclidien dont £ = (ey,..., e,) est une base
orthonormée. Soient x, y € E deux vecteurs de E qui se décompose dans %
sous la forme

n n
x=) xie; et y=) yie
i=1 i=1

ou (x1,...,Xx,) €R" et (y1,...,¥,) € R™. On a alors pour tout i € [1, 7]

n n
xi=xle), Ixl>=Y 2%, (xly=) xiyi
i=1 i=1

Autrement dit, une fois que I'on a fixé une base orthonormée, les régles de
calculs sont les mémes que dans R” avec le produit scalaire usuel.
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II - Orthogonalité C - Algorithme d’orthonormalisation...

Théoreme de Gram-Schmidt

Soit (vy,..., vp) une famille libre de vecteurs de E. Il existe une unique
famille orthonormale (e, ..., ep) vérifiant

Vke[l,p], Vect(w,..., ) =Vect(ey,...,er) et (exlvy)>0.

Remarque 4

La démonstration du théoréme ci-dessus est basée sur I’algorithme de
Gram-Schmidt qui est expliqué dans la derniere partie.

Corollaire 1

Si E est un espace euclidien, alors il existe une base orthonormée de E.
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III - Projection orthogonale A - Projection orthogonale sur un sous-espace

Proposition 4

Si F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors on a la
décomposition E= F& F*.

Lhypothése de dimension finie est importante : en général, on a
toujours Fn F* = {0}, mais on a pas E= F+ F*.
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III - Projection orthogonale A - Projection orthogonale sur un sous-espace

Définition (Projection orthogonale)

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. La projection
orthogonale sur F est le projecteur pr: E — E sur F parallelement & F-.

Ilustration

On peut se représenter la projection orthogonale d'un vecteur avec le
schéma ci-dessous.

|
l
pr: () Z i
!
!
|

FJ_
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III - Projection orthogonale A - Projection orthogonale sur un sous-espace

Remarque 5

On alarelation pr + pp. = IdE.

Exemple 8

La projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel

H={(x),2) €ER® | x+y+2z=0}

de R® muni du produit scalaire canonique est

2X—y—z —x+2y—z —x—-y+2z
3 3 3

pu(x,y,2) =

)
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III - Projection orthogonale A - Projection orthogonale sur un sous-espace

Proposition (Formule de projection)

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Si (e, ..., ep) est
une base orthonormée de F, alors

p
YveE, pr)=) (vle)- e
i=1
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III - Projection orthogonale B - Distance d’'un vecteur a un sous-espace

Définition (Distance d’'un vecteur a un sous-espace vectoriel)

La distance d'un vecteur v € E a un sous espace vectoriel F de E est le
nombre
d(v,F) = inf |[v—f| = infd(v,f).
(v, F) feFII fl e 3]
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III - Projection orthogonale B - Distance d’un vecteur a un sous-espace

Soit ve E. Si F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors

dw,F) = ||v—pr@)|| = lpr W)l

Ilustration

On peut visualiser le théoreme sur le schéma ci-dessous.

_Z (NN
- N SO
_- |&\\ RS
= ISR \\\
peL (V) oA SN <
_ - IE \ S o
/// 1 \\ \\\
’/’ \i \ ~ o
-~ N\, ~
L pr(v) F
FJ_
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III - Projection orthogonale B - Distance d’un vecteur a un sous-espace

Exemple 9

On souhaite calculer la distance du vecteur (1,0,0) au sous-espace

H={(x,y,2 €R®|x+y+2=0}

de R® muni du produit scalaire canonique. En reprenant le formule pour la
projection calculer dans I'exemple précédent, on a

d((1,0,0), H) = |(1,0,0) - (100)”_”(100)_(g_1_E)H_L
» Yy ) - Lt pH ’ - T 3, 3, 3 _\/§.
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

Lalgorithme de Gram-Schmidt permet de construire la famille (ey, ..., ep)
du théoreme de Gram-Schmidt en partant d'une famille libre (v1,...,v),) de
vecteurs de E.

Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

On commence par construire une famille orthogonale (uy, ..., up) vérifiant
les conditions du théoreme.

1) On pose vy = 1.

2) On cherche u; sous la forme
u=1m+au; avec ack.

On souhaite que uy et 1, soit orthogonausy, i.e.

__(lw)

() =0 & (Llw)+alu ) =0 & .
(11 | 1)

On trouve ainsi up.
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

3) On itere le procédé. Si on a construit (ug,..., Ur—1), on cherche uy sous
la forme

Up =V +A g+ -+ AUy avec Aq,..., A1 ER.
Pour i€ [1, k- 1], on souhaite que u soit orthogonale a u;, i.e.

(Vg | wy)

(uplu) =0 o (elu)+Ai(uilu) =0 & A;j=— :
(ui | uy)

4) Alafin du procédé, on a construit une famille orthogonale (uy, ..., up)
de vecteurs non nuls. On en déduit la famille orthonormée (ey, ..., ep)
vérifiant les conditions du théoreme en normalisant les vecteurs u;

uj

VYie|l,p|, e=——.
[Lpl - e=
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

Ilustration

Le schéma ci-dessous représente la seconde étape dans I’algorithme de
Gram-Schmidt.

U
%

V2

V1 =u
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

Exemple 10

On cherche une base orthonormée de I'espace vectoriel
H=Vect(v;,1») ou 1, =(1,0,1) et 1pb=(1,1,0)

muni de la restriction du produit scalaire canonique de R3. On applique
I'algorithme de Gram-Schmidt a la base (v, 1) de H.

1) Onpose u3 =v; =(1,0,1).

2) On cherche u, sous la forme uy = v, + au; avec a€ R.
On souhaite que uy et 1, soit orthogonauy, i.e.

(w1

() =0 © (lw)+aluy|u)=0 © a= =——.
(uy | ) 2

On a donc uy = v 1u—(ll 1)
e=l2=sm =5 L-7)
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

Exemple 10

3) Ainsila famille (1, up) est une base orthogonale de H et on en déduit
une base orthonormeée (ej, e;) de H avec

uw (1 0 1) Uy (1 2 1)
l=—>=|1—=UV—], e=——=\—F7=—7= "=
V2 V2) P Twel \VB' Ve Ve
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

Exemple 11

On considere E = Rz [X] muni du produit scalaire définie par

1

Y(P,Q eRy[X]?, (P|Q) = f IP(t)Q(t) dr.

Nous allons construire une base orthonormée de Ry [X] en appliquant
l'algorithme de Gram-Schmidt a la base (g, V1, Vo) = (1, X, X?).
1) Onpose Up=Vp=1.
2) On cherche Uj sous la forme U; = V] + aU avec a€ R.
On souhaite que Uy et U; soit orthogonausx, i.e.

V11U _

Ui | Uy =0 Vil Uy +a(Uy| Uy) =0 =——=0.
(U1 | Up) < (V11 Up) +a(Uy | Up) < a o [ To)

On adonc U; = X.
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

Exemple 11

3) On cherche U, sous la forme

U, =V, +bU; +cUy avec b,ceR.

On souhaite que U soit orthogonal a Uy et Uy, donc

(U21Up) =0 © (Vu|Up)+c(Up|lUp =0 & C=—M=—l.
(Uo | Up) 3
(Vo | Uh)

U |Up) =0 Vo |Uy) +b(Up | Up) =0 b=————=0.

(U2 | Uy) < (Vo | Up)+b(U; | Uy) = OALR

On adonc U, = X2-1/3.
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IV - Méthode : Lalgorithme de Gram-Schmidt

4) Ainsila famille (Up, Uy, U>) est une base orthogonale de R, [X] et on en
déduit une base orthonormée (Ey, Ej, E») de Ry [X] avec

Uy 1 U, 3 U, V5

2
==, —A, = = —— —1.
b= B ST 2\/2( )

Uy V2
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