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CHAPITRE 9  Définie : si f € E telle que ¢(f, f) = 0, alors comme chaque terme de la

21 . » t itif, btient
Espaces préhilbertiens réels SOTIME €5t POSTEL O OBHEn 1
f0%=0 et f fl(H*dt=0.
0

La fonction (f)? est positive, continue et d’intégrale nulle sur [0,1], donc
elle est nulle. Ainsi f’ = 0, donc f est constante sur [0,1]. Comme f(0) = 0,
Exercice 1: on trouve f =0.

1. Montrons que ¢ est un produit scalaire sur E. 2. Ona

e Linéarité a gauche :si (f,g,h) € E3 et LeR,ona 1 1, 1P,
(cos | sin) = cos(0) sin(0) —f sin(t) cos(¢)dt = [—5 sin (t)] = -3 sin“(1),
0 0
1

1
(P(f+ﬂg,h) = (f+Ag)(0)h(0)+j; (f+Ag) (t)h (t)dt (Id|eXp) :Id(o)exp(0)+f exp(t)dt: [exp(t)](l) :e—l,
0

1
= f(0)h(0) + Ag(0)h(0) + fo fOR @0+ Ag' R (1 dt 3. Enlinéarisant pour les deux premieres intégrales, on trouve
! 1 3 1
= (f(O)h(O) +f0 f'n (r) dt) | cos [I? = (cos | cos) = cos?(0) +f sin?(#) dt = 5" Zsin(Z),
0
! 1 1 1
+ 1| g(0)h(0) +f0 g (H (r) dt) [sin||? = (sin | sin) = sin?(0) +[ cos?(1)dt = > + Zsin(Z),
0

* Symétrie:si(f,g) € E*,ona

donc [ cos|l =/ = — —sin(2) et [|sin|| = \/ = + —sin(2). De plus, on a
2 4 2 4
2

1 e’ +1
||exp||2=(explexp)=exp?‘(0)+f0 expz(t)dt: 5

1
(g f)=g0)f(0) +f0 g fnde

e?+1

1

- _ d =

= f(0)g(0) + fo (g mde=o(f, . onc flexp| >
4. Pour (f, g) € E?, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est

 Linéarité a droite : 'application ¢ est linéaire a gauche et symétrique, donc
RPN . 1
elle.e'st'h’nee}lre a droite. ‘ F(0)g(0) + f JOT40) dt’
e Positivité:si f € E,ona 0
1/2

1 1/2 1
1 <| %0 f 'tzdt) (20 f ’tzdt)
w(f,f):f(0)2+f0 Flw?de>o. (f”+ o I g 80
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Exercice 2 :

1. Montrons que ¢ est un produit scalaire sur E.
* Lalinéarité a gauche, la symétrie et la linéarité a droite sont faciles a montrer.
e Positivité : Si P€ E,on a

@(BP)=P0)?+P1)2+P@2)?%>0.

* Définie : Si P € E telle que ¢ (P, P) = 0, alors le polynome P admet 0,1 et 2
comme racine. Comme P € R,[X], on en déduit que P = 0 (sinon P aurait au
plus deux racines).

2. Enprenant P(X) = X?>+1etQ(X)=X?+X+1,0ona
(X241 X?+X+1)=1-1+2-3+5-7=42.
En prenant P(X) = X?-3XetQ(X)=2X-1,0na
(X2-3X[2X-1)=0-(-1)+(-2)-1+(-2)-3=-8.

3. De méme, on a

X2+ 1=V (X2+1[X2+1)=vVI-1+2-2+5-5= 30,
IX2+ X+1)=VI-1+3-3+7-7=1/59,
12X2-5X] = /0-0+ (=3)- (=3) + (—2) - (=2) = V3.

Exercice 3 :

1. Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R3, on a
(x+2y+32)°=1((1,2,3) | (x,5,2)
<(12+2%+3%) (x* +y* +2%) < 14.
2. Dans le cas d’égalité, toutes les inégalités ci-dessus sont des inégalités. D'une
part, on a x> + y? + z2 = 1. D’autre part, on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, donc les vecteurs (x, y, z) et (1,2,3) sont colinéaires d’apres le cours.
On en déduit que les cas d’égalités sont pour les vecteurs

1
(x,y,2) ==——=(1,2,3).
BPEEEn

Exercice 4 :
1. Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R%, on a

2

et | ) o]

< ((L)Z +1%2 4+ L)2) (2x* + y* +52%)
V2 V5
17
<L
10

2. Dans le cas d’égalité, toutes les inégalités ci-dessus sont des inégalités. D'une
part, on a 2x? + y? + 5z° = 1. D’autre part, on a égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwartz, donc les vecteurs (v2x,y,v5z) et (27/2,1,571/2) sont co-
linéaires d’apres le cours. On en déduit que les cas d’égalités sont pour les vec-

teurs
10(1 1)
= = =y
172" 75

1. Avecl'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R”, on a

(x,y,2)=4%

Exercice 5 :

(4o x)? = (e, D | e, )
(14 +13) (xf +- + x2)
<n(xf+-+x3).
2. Dansle cas d’égalité, on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz, doncles

vecteurs (1,...,1) et (x1,..., X,) sont colinéaires d’aprés le cours. On en déduit

que les cas d’égalités sont pour les vecteurs
(X1,...,xp) =(,...,A) pour AeR.

Exercice 6 : On a vu en cours que I'application définie par

1
Y(f, g € €°(0,1],R)?, (flg)=f0 f(g(de
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est un produit scalaire. Avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

ten= [ (17 700) (7 70)a
< (fol 2™ f (1) dt)l/z (fol " f (1) dr)m,

ce qui donne le résultat en élevant au carré.

Exercice 7 : En effectuant la différence entre le second membre et le premier
membres de I'inégalité, puis en utilisant I'identité du parallélogramme, on obtient

20+ 1x1®) 1+ 1yI?) =2 = llx+ yI?
=2)|xlI* + 2 ylII* = llx + yI* + 1 x Il y11?
=llx—yI*+1xI21y1? > 0.

Exercice 8: En élevant I'inégalité au carré, en prenant la différence, puis en utilisant
la bilinéarité, on a

0< lu+tvll®—llul? =2t v)+ | vl.

Le membre de droite est une fonction polynomiale du second degré positive en t,
ce qui implique nécessairement que (u | v) = 0, donc u et v sont orthogonaux.

Exercice 9:
* Une base de F est (11, u2) = ((1,0,1,-1),(0,1,1,0)). Par bilinéarité, on a

v:(x,y,z,z‘)EFl < (vlu)=0et (v|u)=0

< x+tz-t=0et y+z=0.

On en déduit que F* = Vect((1,0,0,1),(0,-1,1,1)).
e Une base de G est (u1, uz) = ((1,-2,1,0), (1,0,0,—1)). Par bilinéarité, on a

v:(x,y,z,t)eGL < (vlu)=0et (v|uy)=0
< x—-2y+z=0et x—t=0.

On en déduit que G = Vect((1,0,-1,1),(0,1,2,0)).

Exercice 10:

1. On vérifie les points de la définition.
¢ On a F cRy[X] par définition de F.
¢ Le polyndme nul est dans F car il s’annule en 0.
e Soient BLQe FetAeR.Ona

(P+1Q)(0)=P(0)+AQ(0)=0+Ax0=0,

donc P+ AQE€F.
On a donc montré que F est un sous-espace vectoriel de Ry [X]. De méme, on
vérifie la définition pour G.
¢ On a G c R, [X] par définition de G.
* Le vecteur O, x| € G car [ 0dt = 0.
e Soient LQeGetAeR.Ona

1 1 1
f(P+7tQ)(t)dt:f P(t)dt+/1f Q(t)dt=0+Ax0=0,
0 0 0

donc P+ AQ€eG.
On a donc montré que G est un sous-espace vectoriel de Ry [ X].

2. Ennotant P=aX?+bX+c,ona
PeF o P0=0 <o c¢=0.

On en déduit que F = Vect(X, X?2). De méme,
1 a b
PeG o fP(t)dt:O & —+—+c¢=0.
0 3 2

On en déduit que G = Vect(2X —1,3X? - 1).

3. Par bilinéarité, on a

P=aX’+bX+ceFr & (P|X)=0cet (P|XH)=0
< 9a+5b+3c=0¢et 17a+9b+5c=0.
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On en déduit que F* = Vect(X? —3X +2). De méme, on a

P=aX?’+bX+ceG" o (P|2X-1)=0¢et (P|3X*’-1)=0
< 13a+7b+3c=0 et 46a+24b+12c=0.

On en déduit que G* = Vect(6X? —9X —5).
4. Sil’onnote 4 = (Py, P1,P,), on a

(Po | P1) = (Po | P2) = (P1|P2) =0,

donc & est une famille orthogonale. Comme elle est composée de polynd6me
non nul, la famille £ est aussi libre d’apres le cours, donc c’est une base or-
thogonale de E. Pour obtenir une base orthonormée, il suffit de normaliser les
vecteurs de la base précédente. Une base orthonormée de E est donc

%X(X—1),X(X—2),%(X—1)(X—2) .

Exercice11:
1. Montrons que ¢ est un produit scalaire sur ., (R).
* Linéarité a gauche : si (A, B,C) € .#,(R)® et 1 € R, alors en utilisant la linéa-
rité de la transposition et de la trace, on a
@(A+AB,C) =Tr(A+AB)'C) =Tr((AT + ABT)C)
=Tr(ATC) + ATr(BYC) = (4, C) + A9 (B, C).
* Symétrie : soit (A, B) € .#,(R)?>. Comme la trace d’'une matrice carrée est

égale a la trace de sa transposée (car la diagonale est la méme), on obtient
avec les propriétés de la transposition que

¢(A,B) =Tr(A'B) =Tr(A"B)1) = Tr(BT A4) = ¢ (B, A).

» Linéarité a droite : 'application ¢ est linéaire a gauche et symétrique, donc
elle est linéaire a droite.

* Positivité : si on note (a;, ;) les coefficients de la matrice A € .#,(R), on re-
marque par un calcul direct que

n n
PA,A)=Te(ATA)=) Y a;;>0.
i=1j=1

e Définie : si A € ., (R) telle que @(A, A) = 0, alors en reprenant I’expression
ci-dessus, comme chaque terme de la somme est positif, on obtient

V@, e[l,n]? ai;=0,

donc la matrice A est nulle.

2. Tl suffit d’utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz
Tr(A)? = |(I, | AI? < ILIP I AI” = nTr(AT A).

De plus, on a égalité si et seulement si les matrices I, et A sont colinéaires,
donc si et seulement si A est une matrice scalaire.

3. L'ensemble F estle noyau de la forme linéaire non nulle Tr : .47, (R) — R, donc F
est un sous-espace vectoriel de .7, (R) de dimension n%—1.

4. D’apres le cours, on a dim (FL) = 1. De plus, on, remarque que I, € Ft,
donc F* est 'ensemble des matrices scalaires.

Exercice 12:

1. On raisonne par double inclusion.

e Siue (F+G)*t alors il est orthogonal a tous les éléments de F + G. En par-
ticulier, il est orthogonal a tous les éléments de F et tous les éléments de G,
donc (F+ Gt c F-nG*.

o Soitu€ F-nGL.Sixe F+G,alorsil existe (f,g) e FxGtelque x = f+get
ona

(wlx)=(lf)+ul|g =0.
Doncue (F+G)letFinGtc(F+G)*t.
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2. Soit u € F+ + G*. Alors il existe (v, w) € F*- x G* tel que u = v+ w. Pour tout
élément x€ FN G, on adonc

(ulx)=w|x)+wl|x)=0.

Ainsi u € (FNG)* et on a montré I'inclusion. Dans un espace euclidien, on peut
comparer les dimensions. D’une part, avec le cours, on a

dim ((FnG)*) = dim(E) -dim(Fn G).
D’autre part, en utilisant le résultat de la premiere question
dim (F* + G*) = dim (F*) + dim (G*) - dim (F* n G*)
= dim(E) — dim(F) + dim(E) — diim(G) — dim ((F + G)*)
=2dim(E) — dim(F) — dim(G) — (dim(E) — dim(F + G))
=dim(E) — (dim(F) + dim(G) — dim(F + G))
=dim(E) —dim(F n G).

Les deux sous-espaces vectoriels ont la méme dimension, donc ils sont égaux.

3. Soit f € F. Pour tout g € F+, ona (f | g) =0, donc f € (F*)*, d’o1 I'inclusion.
Dans un espace euclidien, on peut comparer les dimensions,

dim ((FH)*) = dim(E) - dim (F*) = dim(F).
Les deux sous-espaces vectoriels ont la méme dimension , donc ils sont égaux.

Exercice 13:
* En appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt a la base de F donnée dans
I'énoncé, on trouve qu'une base orthonormée de F est

1 1

_(]-rov 1; _]-)» _(_113727 1)) .

( V3 V15

* En appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt a la base de G donnée dans
I’énoncé, on trouve qu'une base orthonormée de G est

1

1
_(1;_2) 110))
( V66

52,-1,-6)|.
7 ( ))

Exercice 14 :
1. Vuen cours.

2. En appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt a la base (1, X, X?2) de E, on
trouve la base orthogonale

1, 1
LX-— X2-X+=|.
2 6

En normalisant, on en déduit que
(1, V32X -1),V5(6X%-6X + 1))
est une base orthonormée de E.

Exercice 15:

1. Comme dim (H L) =1<2=dim(H), il est plus rapide de calculer la projection
orthogonale sur H. Comme H est le plan d’équation

X-2y+z=0¢ ((1,—2,1) | (x,y,z)) =0,

on obtient qu'une base de H L est (1,-2,1). On en déduit une base orthonor-

1
mée de H en posant e = % (1,-2,1). Ennotant u = (x, y, z), on en déduit avec

la formule du cours que
pgi(w)=(ulee= %(x—2y+z,—2x+4y—2z,x—2y+z).
Avec la relation py + pyL = Idgs, on en déduit
pgu)=u—-pgr(u) = é(5x+2y—z,2x+2y+22,—x+2y+5z).

2. D’apres le cours, on a

d((a,b,c),H) = (a,b,c) - pula,b,c)ll =lpyL(a,b,ol

1
= 6\/(a—2b+c)2+(—2a+4b—2c)2+(a—2b+c)2

3 la—2b+ c|

V6
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Exercice 16:
1. Onremarque facilement qu'une base orthonormée de F est donnée par
1 1
V2 V2

Ainsi, en notant v = (x, y, z, t), on en déduit

(ul!u2)= (1)0’_1v0)7 (0,1,0,_1) .

1
pr) =W ludu+@luuz =5 (x-z,y-t,z—x,t-y).
2. D’apres le cours, on a

1
d((a,b,c,d),F)=(a,b,c,d)—pr(a,b,c,d)|l = Ell(a+c,b+d,a+c,b+d)ll

= %\/(a+c)2+(b+d)2.

Exercice 17 :
1. En appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt a la base (1,X) de R;[X], on
trouve que

% = (Ep, E1) = (i, L(X— 1))
V3 V2
est une base orthonormée de R [X].
2. En utilisant la formule de la projection orthogonale avec la base orthonormée
déterminée dans la question précédente, on obtient
pr,x1(P) = (P|Ey)Ey+ (P| E1)E;.

En notant P = aX?+ bX + ¢, on trouve
5a+3b+3c N 4a+2b
3 2

3. Finalement, d’apres le cours, on a

1
PR, x1(P) = (X-1)=QRa+b)X+ 5(30_‘1)'

oo

SRS RER

d(X?,Ry[X]) = 1 X% — pg,x) (X2 = '

Exercice 18:

1. D’apres 'exercice 14, une base orthonormée de R [X] est (Ey, E1) avec
Ey=1 et E=v32X-1).
En utilisant la formule de la projection orthogonale, on obtient
prx1(X?) = (X* | E))Eo + (X* | EN)Ey = (X | ) +3(X* | 2X - 1)(2X - 1).
De plus, on a

1 3
(X2|1):f tzdt=[t—] =1,
0 3 0 3

1

1 8 1 1 1
(X2|2X—1):f 283 - 2de = ———] =——=-=-.
0 2 3], 2 3 6
On en déduit que
(X% = 1 +3(2X )=X 1
PR, [X] - 36 = 6
2. Par définition, on a la relation
1
inf (> —ar-b)’>dt= inf |X?-aX-b|?
(a,b)eR? Jo (a,b)eR?
= inf || x*-P|? = d(X3R (X%
PeR, [X]

De plus, d’apres le cours et la question précédente, on a

d(X*, Ry [XD)? = | X2 = pr, ) (XD)|| = ‘

1
XZ—X+—H.
6

Finalement, en calculant, on obtient que

1 1 1 1)\? 1
inf (tz—at—b)zdt:‘Xz—X+—H=f (tz—t+—) dr=—.
(a,b)eR? Jo 6 0 6 180
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