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CHAPITRE 13

Équations différentielles

Exercice 1 : On détermine les solutions de l’équation homogène, puis on utilise
la méthode de la variation de constante pour déterminer toutes les solutions de
l’équation différentielle. Les solutions sont

(i ) y(t ) = t 2

2
exp(−t )+ A exp(−t ) avec A ∈R,

(i i ) y(t ) = 1

2
t 2 − 3

2
t + 9

4
+ A exp(−2t ) avec A ∈R,

(i i i ) y(t ) =−3

5
cos(t )− 1

5
sin(t )+ A exp(2t ) avec A ∈R,

(i v) y(x) = t
p

1+ t 2 + A
p

1+ t 2 avec A ∈R.

Exercice 2 :

(i ) Les solutions de l’équation différentielle sur les intervalles de R∗ sont

y(t ) = At 2 + t 3 avec A ∈R.

Si il existe une solution y :R→R de (E), alors il existe (a,b) ∈R2 tel que

y(t ) =
{

at 2 + t 3 si t < 0
bt 2 + t 3 si t > 0.

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim
t→0− y(t ) = lim

t→0+ y(t ) = 0,

ce qui ne donne pas de condition sur (a,b). La fonction y est dérivable en 0,
donc on doit avoir

y ′(0) = lim
t→0− y ′(t ) = lim

t→0+ y ′(t ) = 0,

ce qui ne donne pas de condition sur (a,b). Réciproquement, la fonction

y(t ) =
{

at 2 + t 3 si t 6 0
bt 2 + t 3 si t > 0

avec (a,b) ∈R2

est dérivable d’après les calculs précédents et elle vérifie l’équation différen-
tielle sur R.

(i i ) Les solutions de l’équation différentielle sur les intervalles de R∗ sont

y(t ) = A exp

(
−1

t

)
A ∈R.

Si il existe une solution y :R→R de (E), alors il existe (a,b) ∈R2 tel que

y(t ) =
{

a exp(−1/t ) si t < 0
b exp(−1/t ) si t > 0.

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim
t→0− y(t ) = lim

t→0+ y(t ) = 0,

ce qui impose a = 0. La fonction y est dérivable en 0, donc on doit avoir

y ′(0) = lim
t→0− y ′(t ) = lim

t→0+ y ′(t ) = 0,

ce qui ne donne pas de nouvelle condition sur (a,b). Réciproquement, la
fonction

y(t ) =
{

0 si t 6 0
b exp(−1/t ) si t > 0

avec b ∈R

est dérivable d’après les calculs précédents et elle vérifie l’équation différen-
tielle sur R.

(i i i ) Les solutions de l’équation différentielle sur les intervalles de R∗ sont

y(t ) = 1+ A

t
A ∈R.

1/9

http://vonbuhren.free.fr


Chapitre 13 - Équations différentielles - Corrigés Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérôme Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

Si il existe une solution y :R→R de (E), alors il existe (a,b) ∈R2 tel que

y(t ) =
{

1+a/t si t < 0
1+b/t si t > 0.

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim
t→0− y(t ) = lim

t→0+ y(t ),

ce qui impose a = b = 0. Réciproquement, la fonction y(t ) = 1 est dérivable et
elle vérifie l’équation différentielle sur R.

Exercice 3 : Soit f : R→ R continue vérifiant l’équation. En prenant x = 0, on ob-
tient f (0) = 1. De plus, la fonction f est nécessairement dérivable, et en dérivant la
relation, on obtient

∀x ∈R f ′(x) = x f (x).

Ainsi, f est solution de l’équation différentielle y ′ = x y , donc il existe A ∈R tel que

∀x ∈R f (x) = A exp

(
x2

2

)
.

Comme A = f (0) = 1, on obtient nécessairement que

∀x ∈R f (x) = exp

(
x2

2

)
.

Réciproquement, on vérifie que cette fonction est solution de l’équation.

Exercice 4 : On détermine les solutions de l’équation homogène en utilisant l’équa-
tion caractéristique, puis on détermine une solution particulière de l’équation dif-
férentielle. Les solutions sont

(i ) y(t ) = Aet +Be3t − 1

2
tet avec (A,B) ∈R2,

(i i ) y(t ) = A cos(3t )+B sin(3t )+ 3

10
e−t avec (A,B) ∈R2,

(i i i ) y(t ) = Aet +B tet + t 2et avec (A,B) ∈R2,

(i v) y(t ) = Ae−t cos(t )+Be−t sin(t )− 2

5
cos(t )+ 1

5
sin(t ) avec (A,B) ∈R2,

(v) y(t ) = Aet +Be2t + 3

20
cos(2t )− 1

20
sin(2t ) avec (A,B) ∈R2,

(vi ) y(t ) = Aet cos(t )+Bet sin(t )+ 1

2
tet sin(t ) avec (A,B) ∈R2.

Exercice 5 :

1. En notant z(t ) = (1+et )y(t ), on a

z ′(t ) = (1+et )y ′(t )+et y(t ),

z ′′(t ) = (1+et )y ′′(t )+2et y ′(t )+et y(t ).

Ainsi, on obtient que si y est solution de (E), alors z vérifie l’équation différen-
tielle

z ′′+ z = et (E ′).

2. D’après la question précédent, en déterminant les solutions de (E ′), on obtient

z(t ) = A cos(t )+B sin(t )+ 1

2
et avec (A,B) ∈R2.

Avec la relation z(t ) = (1+et )y(t ), on conclut que les solutions de (E) sont

y(t ) = A
cos(t )

1+et +B
sin(t )

1+et + et

2(1+et )
avec (A,B) ∈R2.

Réciproquement, on vérifie que ces fonctions sont solutions de (E).

2/9

http://vonbuhren.free.fr


Chapitre 13 - Équations différentielles - Corrigés Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérôme Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

Exercice 6 :

1. En notant z(t ) = y(et ), on a

z ′(t ) = et y ′(et ) et z ′′(t ) = e2t y ′′(et )+et y ′(et ).

Si l’on pose x = et dans l’équation (E), elle se réécrit

e2t y ′′(et )−3et y ′(et )+4et = 0.

On en déduit que z vérifie l’équation différentielle

z ′′−4z ′+4z = 0 (E ′).

2. D’après la question précédent, en déterminant les solutions de (E ′), on obtient

z(t ) = Ae2t +B te2t avec (A,B) ∈R2.

Avec la relation y(x) = z(ln(x)), on conclut que les solutions de (E) sont de la
forme

y(t ) = Ax2 +B x2 ln(x) avec (A,B) ∈R2.

Réciproquement, on vérifie que ces fonctions sont solutions de (E).

Exercice 7 :

1. En remplaçant y(x) = xp dans l’équation (E), on obtient

p(p −1)x2xp−2 +pxxp−1 −a2xp = 0 ⇔ (p2 −a2)xp = 0.

On en déduit que y est solution de (E) si et seulement si p =±a.

2. Sur l’intervalle I , on a l’équivalence

(E) ⇔ y ′′+ 1

x
y ′− a2

x2 y = 0,

donc d’après le cours, l’ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel
de dimension 2. De plus, les fonctions x 7→ xa et x 7→ x−a sont solutions de
l’équation différentielle (E). Comme ces solutions ne sont pas colinéaires, elles
forment une base de l’espace vectoriel des solutions. Ainsi, les solutions de (E)
sont

y(x) = Axa +B x−a avec (A,B) ∈R2.

Exercice 8 :

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant an t n avec an 6= 0. Si y
est solution de (E), alors en isolant le terme dominant dans l’équation (E), on
obtient

(n(n −1)−2n +2)an = 0 ⇔ (n −1)(n −2) = 0.

Ainsi le polynôme y est de degré au plus 2. En écrivant y(t ) = at 2 +bt +c, puis
en remplaçant dans (E), on obtient

(t +1)2(2a)−2(t +1)(2at +b)+2(at 2 +bt + c) = 0 ⇔ 2a −2b +2c = 0.

On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions

y(t ) = A(t 2 −1)+B(t +1) avec (A,B) ∈R2.

2. Sur l’intervalle I =]−∞,−1[ ou I =]−1,+∞[, on a l’équivalence

(E) ⇔ y ′′− 2

t +1
y ′+ 2

(t +1)2 y = 0,

donc d’après le cours, l’ensemble des solutions de (E) sur I est un espace vec-
toriel de dimension 2. A la question précédente, on a déterminé des solutions
de (E) qui forment un espace de dimension 2. Ainsi, les solutions de (E) sur I
sont

y(t ) = A(t 2 −1)+B(t +1) avec (A,B) ∈R2.

3. Si il existe une solution y :R→R de (E), alors il existe (A,B ,C ,D) ∈R4 tel que

y(t ) =
{

A(t 2 −1)+B(t +1) si t <−1
C (t 2 −1)+D(t +1) si t >−1.

La fonction y est continue en −1, donc on doit avoir

y(−1) = lim
t→−1− y(t ) = lim

t→−1+ y(t ),

ce qui ne donne pas de condition sur (A,B ,C ,D). La fonction y est dérivable
en −1, donc on doit avoir

y ′(−1) = lim
t→−1− y ′(t ) = lim

t→−1+ y ′(t ),
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ce qui impose B − 2A = D − 2C . La fonction y est deux fois dérivable en −1,
donc on doit avoir

y ′′(−1) = lim
t→−1− y ′′(t ) = lim

t→−1+ y ′′(t ),

ce qui impose A =C . Réciproquement, la fonction

y(t ) = A(t 2 −1)+B(t +1) avec (A,B) ∈R2.

est deux fois dérivable et elle vérifie l’équation différentielle sur R.

Exercice 9 :

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant an t n avec an 6= 0. Si y
est solution de (E), alors en isolant le terme dominant dans l’équation (E), on
obtient

(n(n −1)−2)an = 0 ⇔ (n −2)(n +1) = 0.

Ainsi le polynôme y est de degré 2. En écrivant y(t ) = at 2 + bt + c, puis en
remplaçant dans (E), on obtient

2a(t 2 +1)−2(at 2 +bt + c) = 0 ⇔ b = 0 et a = c.

On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions

y(t ) = A(t 2 +1) avec A ∈R.

2. La solution h(t ) = t 2 +1 ne s’annule pas sur R. On peut utiliser la méthode de
la variation de la constante. En posant y =λh dans (E), on obtient

(t 2 +1)λ′′+4tλ′ = 0.

En notant µ=λ′ et en résolvant (t 2 +1)µ′+4tµ= 0, on obtient

λ′(t ) =µ(t ) = A

(t 2 +1)2 avec A ∈R,

donc

λ(t ) = A

2

(
t

t 2 +1
+Arctan(t )

)
+B avec (A,B) ∈R2.

Finalement, les solutions de (E) sur I sont

y(t ) =α
(
t + (t 2 +1)Arctan(t )

)+β(t 2 +1) avec (α,β) ∈R2.

Exercice 10 :

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant an t n avec an 6= 0. Si y est
solution de (H), alors en isolant le terme dominant dans l’équation (H), on
obtient

(n(n −1)+n −1)an = 0 ⇔ (n +1)(n −1) = 0.

Ainsi le polynôme y est de degré au plus 1. En écrivant y(t ) = at +b, puis en
remplaçant dans (H), on obtient

at − (at +b) = 0 ⇔ b = 0.

On conclut que les solutions polynomiales de (H) sont les fonctions

y(t ) = At avec A ∈R.

2. On commence par remarquer que yp : t 7→ −1 est une solution particulière de
l’équation (E) sur R. Il suffit donc de résoudre l’équation homogène (H) pour
déterminer toutes les solutions de (E). Sur l’intervalle I =]−∞,0[ ou I =]0,+∞[,
la solution h : t 7→ t ne s’annule pas. On peut utiliser la méthode de la variation
de la constante. En posant y =λh dans (H), on obtient

t 3λ′′+3t 2λ′ = 0.

En notant µ=λ′ et en résolvant t 3µ′+3t 2µ= 0, on obtient

λ′(t ) =µ(t ) = A

t 3 avec A ∈R,

donc

λ(t ) = A

t 2 +B avec (A,B) ∈R2.

Finalement, les solutions de (H) sur I sont

yh(t ) = A

t
+B t avec (A,B) ∈R2

et on conclut que les solutions de (E) sur I sont

y(t ) = yh(t )+ yp (t ) = A

t
+B t −1 avec (A,B) ∈R2.
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3. Si il existe une solution y :R→R de (E), alors il existe (A,B ,C ,D) ∈R4 tel que

y(t ) =
{

A/t +B t −1 si t < 0
C /t +Dt −1 si t > 0.

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim
t→0− y(t ) = lim

t→0+ y(t ),

ce qui impose A =C = 0. La fonction y est dérivable en 0, donc on doit avoir

y ′(0) = lim
t→0− y ′(t ) = lim

t→0+ y ′(t ),

ce qui impose B = D . Réciproquement, la fonction

y(t ) = B t −1 avec B ∈R.

est deux fois dérivable d’après les calculs précédents et elle vérifie l’équation
différentielle sur R.

Exercice 11 :

1. Soit y une fonction développable en série entière dont le rayon de convergence
est R > 0. On peut écrire

∀t ∈]−R,R[, y(t ) =
+∞∑
n=0

an t n .

En substituant dans (E), on obtient

(1+ t 2)
+∞∑
n=0

n(n −1)an t n−2 +4t
+∞∑
n=0

nan t n−1 +2
+∞∑
n=0

an t n = 0

⇔
+∞∑
n=0

(n(n −1)+4n +2)an t n +
+∞∑
n=2

n(n −1)an t n−2 = 0

⇔
+∞∑
n=0

(
(n +1)(n +2)an + (n +2)(n +1)an+2

)
t n = 0.

Par unicité du développement en série entière, on en déduit

∀n ∈N, an+2 =−an .

Ainsi, on peut écrire

∀p ∈N, a2p = (−1)p a0 et a2p+1 = (−1)p a1,

donc

y(t ) = a0

+∞∑
p=0

(−1)p t 2p +a1

+∞∑
p=0

(−1)p t 2p+1 = a0 +a1t

1+ t 2 .

Réciproquement, cette fonction est développable en série entière sur ]−1,1[.
Ainsi, les solutions de (E) développables en série entière sont les fonctions

y(t ) = At +B

1+ t 2 avec (A,B) ∈R2.

2. On vérifie que les fonctions de la forme

y(t ) = At +B

1+ t 2 avec (A,B) ∈R2.

sont des solutions de (E) surR. L’ensemble de ces fonctions forment un espace
vectoriel de dimension 2. De plus, on a l’équivalence

(E) ⇔ y ′′+ 4t

1+ t 2 y ′+ 2

1+ t 2 y = 0,

donc d’après le cours, l’ensemble des solutions de (E) sur R est un espace vec-
toriel de dimension 2. On conclut que les solutions de (E) sur R sont les fonc-
tions

y(t ) = At +B

1+ t 2 avec (A,B) ∈R2.
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Exercice 12 :

1. Soit y une fonction développable en série entière dont le rayon de convergence
est R > 0. On peut écrire

∀x ∈]−R,R[, y(x) =
+∞∑
n=0

an xn .

En substituant dans (E), on obtient

x(1−x)
+∞∑
n=0

n(n −1)an xn−2 + (1−3x)
+∞∑
n=0

nan xn−1 −
+∞∑
n=0

an xn = 0

⇔
+∞∑
n=0

(−n(n −1)−3n −1)an xn +
+∞∑
n=1

(n(n −1)+n)an xn−1 = 0

⇔−
+∞∑
n=0

(n +1)2an xn +
+∞∑
n=0

(n +1)2an+1xn = 0

⇔
+∞∑
n=0

(
− (n +1)2an + (n +1)2an+1

)
xn = 0.

Par unicité du développement en série entière, on en déduit

∀n ∈N, an+1 = an ⇔ ∀n ∈N, an = a0.

Ainsi, on peut écrire

y(x) = a0

+∞∑
n=0

xn = a0

1−x
.

Réciproquement, cette fonction est développable en série entière sur ]−1,1[.
Ainsi, les solutions de (E) développables en série entière sont les fonctions

y(x) = A

1−x
avec A ∈R.

2. On commence par vérifier que la fonction h(x) = (1 − x)−1 est une solution
de (E) qui ne s’annule pas sur les intervalles I =]−∞,0[, I =]0,1[ ou I =]1,+∞[.

On peut utiliser la méthode de la variation de la constante. En posant y = λh
dans (E), on obtient

xλ′′+λ′ = 0.

En notant µ=λ′ et en résolvant xµ′+µ= 0, on obtient

λ′(x) =µ(x) = A

x
avec A ∈R,

donc
λ(x) = A ln(|x|)+B avec (A,B) ∈R2.

Finalement, les solutions de (E) sur I sont

y(x) = A ln(|x|)
1−x

+ B

1−x
avec (A,B) ∈R2.

3. Si y :R→R est une solution de (E), alors il existe (A,B ,C ,D,E ,F ) ∈R6 tel que

y(x) =


(A ln(−x)+B)/(1−x) si x < 0
(C ln(x)+D)/(1−x) si 0 < x < 1
(E ln(x)+F )/(1−x) si x > 1.

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim
x→0− y(x) = lim

x→0+ y(x),

ce qui impose A =C = 0 et B = D . La fonction y est continue en 1, donc on doit
avoir

y(1) = lim
x→1− y(x) = lim

x→1+ y(x),

ce qui impose D = F = 0 et C = E . Finalement la seule de solution de (E) sur R
est la fonction nulle.

6/9

http://vonbuhren.free.fr


Chapitre 13 - Équations différentielles - Corrigés Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérôme Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

Exercice 13 :

1. Soit y une fonction développable en série entière dont le rayon de convergence
est R > 0. On peut écrire

∀x ∈]−R,R[, y(x) =
+∞∑
n=0

an xn .

En substituant dans (H), on obtient

+∞∑
n=0

(n(n −1)−n +1)an xn −
+∞∑
n=0

(n(n −1)+n)an xn+1 = 0

⇔
+∞∑
n=0

(n −1)2an xn −
+∞∑
n=1

(n −1)2an−1xn = 0

⇔ a0 +
+∞∑
n=1

(
(n −1)2an − (n −1)2an−1

)
xn = 0.

Par unicité du développement en série entière, on en déduit a0 = 0 et

∀n ∈N∗, an+1 = an ⇔ ∀n ∈N∗, an = a1.

Ainsi, on peut écrire

y(x) = a1

+∞∑
n=1

xn = a1x

1−x
.

Réciproquement, cette fonction est développable en série entière sur ]−1,1[.
Ainsi, les solutions de (H) développables en série entière sont les fonctions

y(x) = Ax

1−x
avec A ∈R.

2. On commence par vérifier que la fonction h(x) = x/(1− x) est une solution
de (E) qui ne s’annule pas sur les intervalles I =]−∞,0[, I =]0,1[ ou I =]1,+∞[.
On peut utiliser la méthode de la variation de la constante. En posant y = λh
dans (E), on obtient

x3λ′′+x2λ′ = 2x3 ⇔ xλ′′+λ′ = 2x.

En notant µ=λ′ et en résolvant xµ′+µ= 2x, on obtient

λ′(x) =µ(x) = A

x
+x avec A ∈R,

donc

λ(x) = A ln(|x|)+B + x2

2
avec (A,B) ∈R2.

Finalement, les solutions de (E) sur I sont

y(x) = Ax ln(|x|)
1−x

+ B x

1−x
+ x3

2(1−x)
avec (A,B) ∈R2.

3. Si y :R→R est une solution de (E), alors il existe (A,B ,C ,D,E ,F ) ∈R6 tel que

y(x) =


(Ax ln(−x)+B x +x3/2)/(1−x) si x < 0
(C x ln(x)+Dx +x3/2)/(1−x) si 0 < x < 1
(E x ln(x)+F x +x3/2)/(1−x) si x > 1.

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = lim
x→0− y(x) = lim

x→0+ y(x),

ce qui ne donne pas de condition. La fonction y est dérivable en 0, donc on
doit avoir

y ′(0) = lim
x→0− y ′(x) = lim

x→0+ y ′(x),

ce qui impose A =C = 0 et B = D . La fonction y est continue en 1, donc on doit
avoir

y(1) = lim
x→1− y(x) = lim

x→1+ y(x),

ce qui impose D = F =−1/2 et C = E . Réciproquement, la fonction

y(x) =−x(x +1)

2

est solution de (E) sur R.

7/9

http://vonbuhren.free.fr


Chapitre 13 - Équations différentielles - Corrigés Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérôme Von Buhren - http://vonbuhren.free.fr

Exercice 14 :

(i ) On a

A =
(
4 −2
1 1

)
, P =

(
1 2
1 1

)
, D =

(
2 0
0 3

)
,

donc on en déduit{
x(t ) = λe2t +2µe3t

y(t ) = λe2t +µe3t avec (λ,µ) ∈R2.

(i i ) On a

A =
(−1 3
−2 4

)
, P =

(
3 1
2 1

)
, D =

(
1 0
0 2

)
,

donc on en déduit{
x(t ) = 3λet +µe2t

y(t ) = 2λet +µe2t avec (λ,µ) ∈R2.

(i i i ) On a

A =
 1 2 −1

2 4 −2
−1 −2 1

 , P =
1 2 1

0 −1 2
1 0 −1

 , D =
0 0 0

0 0 0
0 0 6

 ,

donc on en déduit
x(t ) = α+2β+γe6t

y(t ) = −β+2γe6t

z(t ) = α−γe6t
avec (α,β,γ) ∈R3.

(i v) On a

A =
 0 1 1
−1 2 1
1 0 1

 , P =
 1 0 1

1 −1 1
−1 1 1

 , D =
0 0 0

0 1 0
0 0 2

 ,

donc on en déduit
x(t ) = α+γe2t

y(t ) = α−βet +γe2t

z(t ) = −α+βet +γe2t
avec (α,β,γ) ∈R3.

(v) On a

A =
(
1 −4
1 −3

)
, P =

(
2 1
1 0

)
, T =

(−1 1
0 −1

)
,

donc on en déduit{
x(t ) = 2λe−t +µ(2t +1)e−t

y(t ) = λe−t +µte−t avec (λ,µ) ∈R2.

(vi ) On a

A =
(−1 −1

1 −3

)
, P =

(
1 1
1 0

)
, T =

(−2 1
0 −2

)
,

donc on en déduit{
x(t ) = λe−2t +µ(t +1)e−2t

y(t ) = λe−2t +µte−2t avec (λ,µ) ∈R2.
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Exercice 15 :

(i ) On a

P =
1 i −i

1 −1 −1
1 1 1

 , D =
2 0 0

0 1+ i 0
0 0 1− i

 ,

donc on en déduit que les solutions complexes du système sont

X (t ) =αe2t

1
1
1


︸ ︷︷ ︸

X1(t )

+βe(1+i)t

 i
−1
1


︸ ︷︷ ︸

X2(t )

+γe(1−i)t

−i
−1
1


︸ ︷︷ ︸

X3(t )

avec (α,β,γ) ∈C3. Pour obtenir les solutions réelles, on remplace X2 et X3 qui
sont conjugués par la leur partie réelle et imaginaire. On obtient finalement

X (t ) =αe2t

1
1
1

+βet

−sin(t )
−cos(t )
cos(t )

+γet

 cos(t )
−sin(t )
sin(t )

 avec (α,β,γ) ∈R3.

(i i ) On a

P =
 1 i −i
−3 1 1
−4 2 2

 , D =
1 0 0

0 i 0
0 0 −i

 ,

donc on en déduit que les solutions complexes du système sont

X (t ) =αet

 1
−3
−4


︸ ︷︷ ︸

X1(t )

+βeit

 i
1
2


︸ ︷︷ ︸

X2(t )

+γe−it

−i
1
2


︸ ︷︷ ︸

X3(t )

avec (α,β,γ) ∈C3. Pour obtenir les solutions réelles, on remplace X2 et X3 qui
sont conjugués par la leur partie réelle et imaginaire. On obtient finalement

X (t ) =αet

 1
−3
−4

+β

−sin(t )
cos(t )

2cos(t )

+γ

 cos(t )
sin(t )

2sin(t )

 avec (α,β,γ) ∈R3.

Exercice 16 :

(i ) On réduit la matrice A en fonction de t .

A =
(

2− t t −1
2(1− t ) 2t −1

)
, P =

(
1 1
1 2

)
, D =

(
1 0
0 t

)
.

Comme la matrice P ne dépend pas de t , en posant Y = P−1X , le système est
équivalent à Y ′ = DY . On en déduit Y , puis en remplaçant dans X = PY , on
obtient {

x(t ) = λet +µet 2/2

y(t ) = λet +2µet 2/2 avec (λ,µ) ∈R2.

(i i ) Comme pour le premier, on a

A =
(

t +3 2
−4 t −3

)
, P =

(
1 1
−1 −2

)
, D =

(
t +1 0

0 t −1

)
,

donc on en déduit
x(t ) = λexp

(
(t +1)2

2

)
+µexp

(
(t −1)2

2

)
y(t ) = −λexp

(
(t +1)2

2

)
−2µexp

(
(t −1)2

2

)
avec (λ,µ) ∈R2.

Exercice 17 : Une fonction y est solution de (E) si et seulement si y est la première
composante d’un triplet (x1, x2, x3) solution du système différentielx ′

1
x ′

2
x ′

3

=
 0 1 0

0 0 1
−2 1 2

x1

x2

x3

 .

On a

A =
 0 1 0

0 0 1
−2 1 2

 , P =
1 1 1

1 −1 2
1 1 4

 , D =
1 0 0

0 −1 0
0 0 2

 ,

donc on en déduit que les solutions de (E) sont

y(t ) = x1(t ) =αet +βe−t +γe2t avec (α,β,γ) ∈R3.
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