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CHAPITRE 13
Equations différentielles

Exercice 1 : On détermine les solutions de 1'équation homogene, puis on utilise
la méthode de la variation de constante pour déterminer toutes les solutions de

I'équation différentielle. Les solutions sont
12
(i) y(o= By exp(—1) + Aexp(—1t) avec A€R,

y 1, 3 9
(ii) y(t)ZEt —EI+Z+Aexp(—2t) avec AeR,

3 1
(iii)) y(n) = —g cos(t) — gsin(t) + Aexp(2t) avec A€R,

(iv) y(x)=tV1+ 12+ AV1+ 12 avec A€R.

Exercice 2 :

(i) Les solutions de I’équation différentielle sur les intervalles de R* sont
y(t) = AP+ avec AeR.
Si il existe une solution y: R — R de (E), alors il existe (a, b) € R? tel que

sit<0
sit>0.

(0 = at?*+ 13
YW= b2+ 13
La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir
0)=1li t)=1l =0,
y(0) ggﬂ) ggﬂ)

ce qui ne donne pas de condition sur (a, b). La fonction y est dérivable en 0,
donc on doit avoir

ey 13 Ty 13 Iy
JM@—ggym—kgywﬁa
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ce qui ne donne pas de condition sur (a, b). Réciproquement, la fonction

at®>+ 13
bt®+ 13

sit<O0

2
§if>0 avec (a,b)eR

ﬂﬂ={

est dérivable d’apres les calculs précédents et elle vérifie I'équation différen-
tielle sur R.

(ii) Les solutions de I’équation différentielle sur les intervalles de R* sont

y(t) = Aexp (—%) AelR.

Si il existe une solution y: R — R de (E), alors il existe (a, b) € R? tel que

sit<0
sit>0.

aexp(-1/1)

vy :{ bexp(~1/1)

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir
y(0) = lim y(#) = lim y(¢) =0,
t—0" t—0*
ce qui impose a = 0. La fonction y est dérivable en 0, donc on doit avoir
¥'(0) = lim y' () = lim y'(r) =0,
t—0- t—0*

ce qui ne donne pas de nouvelle condition sur (a, b). Réciproquement, la
fonction
sit<0

. avec beR
sit>0

(1= 0
Y= bexp(—1/t)

est dérivable d’apres les calculs précédents et elle vérifie I'équation différen-
tielle sur R.

(iii) Les solutions de I'’équation différentielle sur les intervalles de R* sont

A
yn=1+— AeR
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Si il existe une solution y : R — R de (E), alors il existe (a, b) € R? tel que

sit<0
sit>0.

l1+alt
1+b/t

y(t) = {
La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir

y(0) = tlirg y() = tlgg+ y(0),

ce qui impose a = b = 0. Réciproquement, la fonction y(t) = 1 est dérivable et
elle vérifie 'équation différentielle sur R.

Exercice 3 : Soit f : R — R continue vérifiant 'équation. En prenant x = 0, on ob-
tient f(0) = 1. De plus, la fonction f est nécessairement dérivable, et en dérivant la

relation, on obtient
VXeR f'(x)=xf(x).

Ainsi, f est solution de I'équation différentielle y' = xy, donc il existe A € R tel que
2
X
VxeR f(x)=Aexp (?) .
Comme A = f(0) = 1, on obtient nécessairement que
2
X
VxeR f(x) =exp(?).

Réciproquement, on vérifie que cette fonction est solution de I'équation.

Exercice 4: On détermine les solutions de I'équation homogeéne en utilisant I'équa-
tion caractéristique, puis on détermine une solution particuliere de I'équation dif-
férentielle. Les solutions sont

1
(i) y(t) = Ae'+ Be3' — > te’ avec (A, B) € R?,
(i1)

(iii)

3
y(t) = Acos(3t) + Bsin(31) + Ee_t avec (A, B) € R?,
y(t) = Ae’ + Bte' + t?e! avec (A, B) € R?,

2 1
(iv) y(r) = Ae "cos(t) + Be 'sin(z) — : cos(f) + = sin(#) avec (A, B) € R?,

3 1
(v) y(t) = Ae! + Be?' + % cos(2t) — % sin(2¢) avec (A, B) € R?,

1
(vi) y(r) = Ae’cos(t) + Be'sin(r) + > te'sin(t) avec (A, B) € R?,

Exercice 5 :

1. Ennotant z(#) = (1 +e")y(t),ona

2 =0+eHy @ +e'yw,
2" =1+ehy () +2e'y (1) +e'y().
Ainsi, on obtient que si y est solution de (E), alors z vérifie |'équation différen-

tielle

Z'+z=¢e'" (E).

2. D’apres la question précédent, en déterminant les solutions de (E’), on obtient
. 1 t 2
z(t) :Acos(t)+Bs1n(t)+§e avec (A,B)eR-.

Avec la relation z(¢) = (1 +e") y(#), on conclut que les solutions de (E) sont

sin(t) el

1+et 2(1+eb)

cos(t)
1+ef

y)=A avec (A,B)€R?.

Réciproquement, on vérifie que ces fonctions sont solutions de (E).
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Exercice 6 :

1. Ennotant z() = y(e’),ona
2t =e'y'e") et Z'(t)=e*y"(e")+e'y ().
Sil'on pose x = e’ dans I'équation (E), elle se réécrit
e’y (e") —3e'y'(e!) + 4e' = 0.
On en déduit que z vérifie I'équation différentielle

Z'—47' +4z=0 (EN.

2. D’apres la question précédent, en déterminant les solutions de (E’), on obtient
z(t) = Ae*' + Bre?! avec (A, B)eR?.

Avec la relation y(x) = z(In(x)), on conclut que les solutions de (E) sont de la
forme
y(t) = Ax*> + Bx?In(x) avec (A,B)eR?

Réciproquement, on vérifie que ces fonctions sont solutions de (E).

Exercice 7 :

1. Enremplacant y(x) = x” dans ’équation (E), on obtient

pp-Dx*xP 2+ pxxP ' -a*xP =0 o (p*-ad)xP=0.

On en déduit que y est solution de (E) si et seulement si p = +a.
2. Sur l'intervalle I, on al’équivalence
(E) < "+1 ! a =0
y xJ’ 2 y=0,

donc d’apres le cours, 'ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel
de dimension 2. De plus, les fonctions x — x% et x — x~% sont solutions de
I’équation différentielle (E). Comme ces solutions ne sont pas colinéaires, elles
forment une base de I'’espace vectoriel des solutions. Ainsi, les solutions de (E)
sont

y(x) = Ax“+Bx™ % avec (A, B)ecR?.

Exercice 8 :

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant a,t" avec a, # 0. Si y
est solution de (E), alors en isolant le terme dominant dans I’équation (E), on
obtient

(n(n-1)-2n+2)a,=0 < (m-1)(n-2)=0.

Ainsi le polynome y est de degré au plus 2. En écrivant y(t) = at? + bt + ¢, puis
en remplacant dans (E), on obtient

(t+1)?Qa)-2(t+1)2at+b) +2(at>* +bt+¢c)=0 o 2a-2b+2c=0.
On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions

y() = A(t*-1)+B(t+1) avec (A,B)eR?

2. Sur l'intervalle I =] —oo,—1[ ou I =] — 1, +o0[, on al’équivalence
(E) y//_ 2 yr + 2 y= 0
r+17  (t+1)2 ’

donc d’apreés le cours, I’ensemble des solutions de (E) sur I est un espace vec-
toriel de dimension 2. A la question précédente, on a déterminé des solutions
de (E) qui forment un espace de dimension 2. Ainsi, les solutions de (E) sur I
sont

y(£)= A(t*=1)+ B(t+1) avec (A, B)eR?

3. Siil existe une solution y: R — R de (E), alors il existe (A, B,C, D) € R* tel que

A(2=1)+B(t+1)
C(t2=1)+D(t+1)

(1) = sit<-—1

= sit>-1.

La fonction y est continue en —1, donc on doit avoir
y=h= lim y(@)= lim y(@)

ce qui ne donne pas de condition sur (A, B,C, D). La fonction y est dérivable
en —1, donc on doit avoir

y'(-1)= lim y'(n= lim y' (1),
t——1- 1+
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ce qui impose B—2A = D —2C. La fonction y est deux fois dérivable en —1,
donc on doit avoir

Y'=D= lim y"(6)= lim y"(0),
ce qui impose A = C. Réciproquement, la fonction
y()=A(t*—1)+B(t+1) avec (A, B)ecR?
est deux fois dérivable et elle vérifie I'équation différentielle sur R.

Exercice 9:

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant a,t" avec a, # 0. Si y
est solution de (E), alors en isolant le terme dominant dans I’équation (E), on
obtient

(n(n-1)-2)a,=0 < (m-2)(n+1)=0.

Ainsi le polynome y est de degré 2. En écrivant y(f) = at® + bt + ¢, puis en
remplacant dans (E), on obtient

2a(t*+1)-2(at> +bt+c)=0 < b=0 et a=c.
On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions
y(H)=A(t?+1) avec A€eR.

2. La solution h(f) = t2 + 1 ne s’annule pas sur R. On peut utiliser la méthode de
la variation de la constante. En posant y = Ah dans (E), on obtient

>+ DA +4tA =0.

En notant = A’ et en résolvant (> + 1)y’ + 4tp = 0, on obtient

A1) = () = avec AE€R,

(12+1)2
donc

A t 2
Mt):E —+1+Arctan(t) +B avec (A,B)eR-.

l—2
Finalement, les solutions de (E) sur I sont

y(©) = a(t+ (£ + DArctan()) + f(t* +1) avec (a,p) € R

Exercice 10:

1. Soit y une fonction polynomiale de terme dominant a,t" avec a; # 0. Si y est
solution de (H), alors en isolant le terme dominant dans 1'équation (H), on
obtient

(nn-1)+n-1a,=0 < m+1)n-1)=0.

Ainsi le polyndme y est de degré au plus 1. En écrivant y(¢) = at+ b, puis en
remplacant dans (H), on obtient

at—(at+b)=0 < b=0.
On conclut que les solutions polynomiales de (H) sont les fonctions

y(t) = At avec AeR.

2. On commence par remarquer que y, : ¢ — —1 est une solution particuliere de
I'équation (E) sur R. Il suffit donc de résoudre I’équation homogeéne (H) pour
déterminer toutes les solutions de (E). Sur I'intervalle I =]—o0,0[ ou I =]0, +o0,
la solution /2 : t — ¢ ne s’Tannule pas. On peut utiliser la méthode de la variation
de la constante. En posant y = Ak dans (H), on obtient

A" +31°A = 0.
Ennotant u = A’ et en résolvant 3y + 3t?1 = 0, on obtient

oo A
/l(t)—,u(t)——t3 avec A€eR,
donc

A 2
A(t):§+B avec (A,B) eR°.

Finalement, les solutions de (H) sur I sont
A 2
yu(t) = 7 +Bt avec (A,B)eR
et on conclut que les solutions de (E) sur I sont

A
YO =y +yp(=—+Bt—1 avec (AB)e R2.
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3. Siil existe une solution y : R — R de (E), alors il existe (A, B, C, D) € R* tel que

Alt+Bt-1

(1) = sit<0
YW= cit+Dpr-1

sit>0.
La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir
0)=li =1l 1),
y(0) tl%l—y( ) tirggy( )
ce qui impose A = C = 0. La fonction y est dérivable en 0, donc on doit avoir
/ . / . /
0)=1 n=1 1),
y'(0) ti%yy() tg})gy()
ce qui impose B = D. Réciproquement, la fonction
y()=Bt—-1 avec BeR.

est deux fois dérivable d’apres les calculs précédents et elle vérifie I'équation
différentielle sur R.

Exercice 11 :

1. Soit y une fonction développable en série entiére dont le rayon de convergence
est R > 0. On peut écrire

+00
Vtel-RR[, y(®) =) ant".
n=0
En substituant dans (E), on obtient

+00 +00 oo
A+ ) nn-Da,t" *+4t Y na,t" ' +2) a,t"=0
n=0 n=0 n=0
+00 +00
o Y (nn-1+4n+2)ant"+ Y nn-a,t"*=0
n=0 n=2
+00
&Y ((n+1)(n+2)an+(n+2)(n+ l)amz)t” 0.

n=0

5/9

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit
VnelN, daui=—ay.
Ainsi, on peut écrire
VpeN, ay=(-1DPay et ayp1=(-D"a,

donc
apg+ a1t

+00 +00
— _1\P 2P _ p2p+1:
y® =aop ) (-DPr*P+a1 ) (-DP¢ T

p=0 p=0
Réciproquement, cette fonction est développable en série entiére sur | — 1, 1[.
Ainsi, les solutions de (E) développables en série entiére sont les fonctions

At+B

t)=—— avec (AB € R%.
Y =7 (A,B)

. On vérifie que les fonctions de la forme

At+B

t)=—— avec (AB € R%.
Y= (A,B)

sont des solutions de (E) sur R. Lensemble de ces fonctions forment un espace
vectoriel de dimension 2. De plus, on al’équivalence

a2
1+t2y 1+1¢2

(B) o y'+ y=0,

donc d’apres le cours, 'ensemble des solutions de (E) sur R est un espace vec-

toriel de dimension 2. On conclut que les solutions de (E) sur R sont les fonc-

tions
At+B

t)=—— avec (AB €R%.
@ 1vz (4, B)
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Exercice 12:
1. Soit y une fonction développable en série entiere dont le rayon de convergence
est R > 0. On peut écrire
+00
Vx€l-RR[, yx)=)_ anx".
n=0

En substituant dans (E), on obtient

+00 oo too
x(1—x) Z nn-1a,x"?+(1-3x) Z na,x"! - Z a,x"=0
n=0

n=0 n=0
+00 +o0
oY (-nn-1)-3n-Da,x"+ Y mn-1D+na,x"1=0
n=0 n=1

+00 +00
o — Z (n+1)2%a,x"+ Z (n+1)2ay1x"=0

n=0 n=0
+00
> (— (n+1)%a,+(n+ l)zan+1)x" =0.
n=0

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit
VneN, apy1=a, < VnelN, a,;=a.
Ainsi, on peut écrire
y(x) = ag Jiox" - %
n=0 l1-x

Réciproquement, cette fonction est développable en série entiere sur ] — 1, 1[.
Ainsi, les solutions de (E) développables en série entiére sont les fonctions

A
x)=—— avec AecR.
Y 1-x v

2. On commence par vérifier que la fonction h(x) = (1 - x)~! est une solution
de (E) qui ne s’annule pas sur les intervalles I =] —oo,0[, I =]0,1[ou I =]1, +ool.

6/9

On peut utiliser la méthode de la variation de la constante. En posant y = Ak
dans (E), on obtient
A"+ =0.

En notant u = A’ et en résolvant xy’ + p = 0, on obtient
, A
A(x)=pux)=— avec A€R,
X
donc
A(x) = Aln(|x|) + B avec (A,B)eR%.
Finalement, les solutions de (E) sur I sont

Aln(]x|) B 5
=—+—— avec (AB)eR".
1-x 1-x

y(x)

. Si y:R — R est une solution de (E), alors il existe (A, B, C, D, E, F) € R® tel que

(AIn(-=x)+B)/(1—-x) si x<0
Cln(x)+D)/(1-x) si 0<x<1
(Eln(x)+F)/(1-x) si x>1.

y(x) =

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir
y(0) = lim y(x) = lim y(x),
x—0~ x—0*

ce quiimpose A= C=0et B=D.Lafonction y est continue en 1, donc on doit
avoir

y(1) = lim y(x) = lim y(x),
x—1- x—1*

ce qui impose D = F =0 et C = E. Finalement la seule de solution de (E) sur R
est la fonction nulle.
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Exercice 13 :

1. Soit y une fonction développable en série entiere dont le rayon de convergence
est R > 0. On peut écrire

+00
Vx€]l-R,R, y) =) apx".
n=0

En substituant dans (H), on obtient

+00 +00
Z (nn-1)—n+1Da,x" - Z (-1 +mapx™ ' =0

n=0 n=0

+00 +00
oY (n-D%ayx"- Y (n-1%a,_1x" =0
n=0 n=1
+00
eap+ ((n— D2a, - (n—- 1)2an_1)x” - 0.

n=1

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit ag =0 et
vneN*, apr1=a, < VneN', a,=a.

Ainsi, on peut écrire
a1 x

+00
_ n_ )
y(x)—alnglx -

Réciproquement, cette fonction est développable en série entiere sur ] — 1, 1[.
Ainsi, les solutions de (H) développables en série entiére sont les fonctions

Ax
y(x)=—— avec AeR.
1-x

2. On commence par vérifier que la fonction h(x) = x/(1 — x) est une solution
de (E) qui ne s’annule pas sur les intervalles I =] —oo,0[, I =]0,1[ ou I =]1, +ool.
On peut utiliser la méthode de la variation de la constante. En posant y = Ah
dans (E), on obtient

AN+ =2 o xA"+A =2x

719

En notant u = A’ et en résolvant xu' + y = 2x, on obtient
, A
A(x) = pu(x) = ;+x avec AeR,

donc
2

X
Ax) = Aln(|x]) + B + S avec (A B)e R?.
Finalement, les solutions de (E) sur I sont

3 AxIn(|x]) N Bx x3

avec (A, B) e R
1-x 1-x 2(1-x)

y(x)

. Si y:R — R estune solution de (E), alors il existe (A, B,C,D,E, F) € RS tel que

(AxIn(-x)+Bx+x3/2)/(1-x) si x<O0
(CxIln(x)+Dx+x3/2)/(1-x) si 0<x<l1
(ExIn(x) + Fx+x3/2)/(1-x) si x>1.

y(x) =

La fonction y est continue en 0, donc on doit avoir
y(0) = lim y(x) = lim y(x),
x—0~ x—0*

ce qui ne donne pas de condition. La fonction y est dérivable en 0, donc on
doit avoir
¥ (0) = lim y'(x) = lim y'(x),

x—0~ x—0*
ce quiimpose A= C=0et B=D. Lafonction y est continue en 1, donc on doit
avoir

y(1) = lim y(x) = lim y(x),
x—1- x—1*

ce qui impose D = F = —1/2 et C = E. Réciproquement, la fonction

x(x+1)
2

yx) =-

est solution de (E) sur R.
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Exercice 14 :

(i) Ona
A= (4
donc on en déduit
{ x(1)
y(r)

(ii) Ona

A=

donc on en déduit

{ x(1)
y(®)

(iii) Ona

-1 -

1 2
A=|2 4

donc on en déduit

x(1)
z(1)

donc on en déduit

x(1)
{ y(1)
z(t)

2

= Ae?’+2uedt
_ Aezt_i_ljégt avec (A, p) € R%.

23 20 2=( 3)

= 3e!+pue?’
= 2e!+pe?!

-1 1 2 1 0 0
-2|, p=|0 -1 2|, D=|0 0
1 1 0 -1 0 0

avec (A, p)e R2.

= a+2B+yeb

= —B+2ye’

avec (a,B,7) € R®.

= a-ye¥

— = =
N —
11
—_—
S O O
O = O
N O O
~—————

a+ye?t
a — Bel +ye?!
—a+ Pel +ye?!

avec (a,B,7) € R,

8/9

(v) Ona
1 -4 2 1 -1 1
A‘(l —3)’ P‘(l 0)’ T‘(o —1)’
donc on en déduit

{x(t) =
vy =

2 e T+ pur+1)e !
/le‘t+,ul:<(3‘t ) avec (A, ) € R%.

(vi) Ona
-1 -1 1 1 -2 1
A‘(l —3)’ P‘(l 0)’ T‘(o —2)’
donc on en déduit

Ae 2 4+ u(t+1)e 2!

x(r) =
{y(t) = e 2 +ute ! avec (A,p) €R%.
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Exercice 15:

(i) Ona
1 i —i 2 0 0
p=|1 -1 -1|, D=|0 1+i 0 |,
1 1 1 0 0 1-i

donc on en déduit que les solutions complexes du systéme sont

1 i _i
X(t) = aezl‘ 1 +ﬁe(l+i)t -1 +Ye(1_i)t 1
1 1 1
—— . ~ P o - ,
X1(1) X, (1) X (1)

avec (a, B,7) € C3. Pour obtenir les solutions réelles, on remplace X et X3 qui
sont conjugués par la leur partie réelle et imaginaire. On obtient finalement

1 —sin(?) cos(1)
X =ae®* [1]|+pe’|—cos(t) | +ye’|—sin(r)| avec (a,B,y)eR>.
1 cos(?) sin(?)
(ii) Ona
1 i - 1 0 0
P=[-3 1 1|, D=|0 i 0],
-4 2 2 0 0 —i

donc on en déduit que les solutions complexes du systeme sont

1 i —i
X(t):aet(—s +,Be”(1 +ye‘”(1

-4 2 2
—— —— —_——
X (1) X5 (1) X3(1)

avec (a, B,7) € C3. Pour obtenir les solutions réelles, on remplace X; et X3 qui
sont conjugués par la leur partie réelle et imaginaire. On obtient finalement

1 —sin(#) cos(f)
X(t)=ae’| -3 |+ B cos(t) |+y]| sin(?) avec (a,B,7)€ R3.
—4 2cos(t) 2sin(t)

Exercice 16:

(i) On réduit la matrice A en fonction de ¢.

2-t -1 11 1 0
A_(Z(l—t) 2t—1)’ p_(l 2)’ D_(o t)'

Comme la matrice P ne dépend pas de ¢, en posant Y = P~1 X, le systéme est
équivalent a Y’ = DY. On en déduit Y, puis en remplacant dans X = PY, on

obtient

x(2)

y()

(ii) Comme pour le premier, on a
r+3 2 1 1 r+1 0
A‘(—4 t—S)’ P_(—l —2)’ D‘( 0 t—l)’
donc on en déduit
((r+1)2) ((t—1)2)
Aexp 5 + pexp 5

(r+1)? (r—1)?
—)Lexp( 5 )—Z,uexp( 5 )

Ael +,U€t2/2

Ae’ +2ue

2o  avec (A, ) € R?.,

x(2)

y(8)

avec (A, 1) € R2.

Exercice 17 : Une fonction y est solution de (E) si et seulement si y est la premiere
composante d’'un triplet (xi, x2, x3) solution du systeme différentiel

x) 0 1 0)\/(x;
|=10 0 1|[x2].
) =2 1 2)\x
Ona
0 1 0 1 1 1 1 0 O
A=|10 0 1|, P=|1 -1 2|, D=|(0 -1 O],
-2 1 2 1 1 4 o 0 2

donc on en déduit que les solutions de (E) sont

y( =x1(H=ae’+pe " +ye* avec (a,p,y)ecR’.
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