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Chapitre 3
Déterminants

Exercice 1: En retranchant la premiere ligne aux autres, on a

1 1 1 1 1 1 1

1 -1 1 _j0 -2 0 0 _ o

1 1 -1 0o 0o -2 o

1 1 1 -1 0O 0 0 -2

En effectuant des opérations sur les lignes, on a

vaaa o1 o ol |10
2 10 6/ [0 -3 -2 2::51” _02 2__2‘—1 5’__12'
1 1 17 0 -1 0 5

De méme en utilisant la seconde ligne, on a

01 2 3 0 1 2 3 1 5 3 1 2 3
1 2 3 0 1 2 3 0
= =—|-1 -6 1|=—-{0 -4 4
230100 -1 -6 1 |\ o |,
3 01 2 0 -6 -8 2
-4 4
==l4 20 =96.
En effectuant des opérations sur les lignes, puis sur les colonnes, on a
1 i i 1 1 i i 1 .
io1 <1 Jo 1 2 —1-g |2 T
L = . . L=11+1 1+1 1-i
11 1 0 1I+1 1+1 1-i1 ; 0 1
0 i O 0 i 0 1
i 2 -1-i
=0 14+i 1-i|=i(1+i)=-1+i.
0 O 1

Exercice 2 : En effectuant des opérations sur les lignes, on a

1l a @ 1 a a? s 5
A=l b 2?|=|o b-a p-a2|=|P7% P74
1 ¢ ¢ |0 c-—a 2-a?| 7% ©7°1°

La premiere ligne se factorise par (b — a) et la seconde par (c — a), donc

a+b

A=b-a)lc—a) ! =Mb-a)(c—a)c—-Db).
1 a+c

En effectuant des opérations sur les lignes, on a

1 cosa cos2a 1 cosa cos2a
D=|1 cosb cos2b|=|0 cosb—cosa cos2b-cos2a
1 cosc cos2c 0 cosc—cosa cos2c—cos2a

cosb—cosa cos2b—cos2a
coSc—Ccosa Ccos2c—cos2a

En utilisant la formule d’addition, on a cos(2x) = 2 cos?(x) — 1, donc

cosb—cosa 2(cos®b- cos?a)
cosc—cosa 2(cos?c— cos?a)

seconde colonne par 2, donc

1 (cosb+cosa)

D =2(cosb—cosa)(cosc—cosa)
1 (cosc+cosa)

=2(cosb—cosa)(cosc—cosa)(cosc—cosb).

puis on retranche la premiere ligne aux autres.

a+b+2c ¢ ¢ b 1 c c b
a+b+2c a b c 0 a-c b-c c-
D= a+b+2c b a c =(a+b+20 0 b-c a-c c-
a+b+2c ¢ ¢ a 0 0 0 a-—
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La premiere ligne se factorise par (cosb — cos a), la seconde par (cosc —cosa) et la

Exercice 3 : On commence par additionner toutes les colonnes sur la premiére,
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En développant par rapport a la premiére colonne, puis la derniére ligne, on obtient

a-c b-c

D=(a+b+2c)(a-Db)
b—-c a-c

Finalement, en additionnant les deux colonnes sur la premiére, on obtient

D=(a+b+20)a—p)|t b2 b-c

_ R AY _
a+2—2¢ a_c—(a+b+2c)(a b)“(a+b-2c).

Exercice 4: Pour M,, en utilisant la second ligne en pivot, on obtient

0 a*-1 -a -1

1 aa _611 0 a?-1 -a -1
det(M,) = 0 _1 a —117 :; g —al.

0 —-a 0 a

En factorisant la derniére ligne et la seconde colonne par a, puis en effectuant des
opérations sur les lignes, on obtient

a¢-1 -1
-1 1
-1 0 1

det(M,) = a®

Finalement, en développant selon la seconde colonne, on trouve

at-2 -2

det(M,) = a® I

‘:az(a—Z)(cH—Z).

Comme M, est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, on en
déduit que M, est inversible si et seulement si a € R\ {-2,0,2}.

Pour N, on peut factoriser la troisieme ligne par a et la derniere colonne par a
puis en retranchant la troisiéme colonne a la seconde on obtient

2—6l,

0 a a 1 0 0 a 1
1 a-1 2a-1 1 1 a 2a—1 1
— 2 — 20—
det(Ny) =a“(a-1) 0 1 1 0 a“(a—1) 0 0 1 ol’
1 a 3a—1 0 1 1-2a 3a-1 0

puis en développant selon la troisieéme ligne, puis la premiére

0o 0 1
1 —_
det(N,) = a*(a-1)]1  -a 1|=d’@a-1 4 _2a-1)2
1 1-2a
1 1-2a 0

Comme N, est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, on en
déduit que N, est inversible si et seulement si a € R\ {0, 1}.

Exercice 5:
1. Ona
1
3 1 3 0
A1 =3, AZ:Z 3:7, A3=2 3 1|=15
0 2 3
2. En développant A, selon la premieére ligne, on a
2 1 0
03 1 O 0
02 3 1
Apt2 =3Ap41— ’
00 2 3 0
. . . .1
o0 - 0 2 3

puis en développant selon la premiere colonne dans le déterminant ci-dessus,
on obtient A,,12 =3A,,11 —2A,,.

3. En utilisant la formule précédente, on obtient A4 = 31 et A5 = 63. On peut
conjecturer que A, =21 —1 pour tout n € N*.

4. Ondémontre &, : A, = 2""*1 — 1 par récurrence double pour n € N*.
e Initialisation: Pourn=1etn=2,ona
Ap=3=2"1_1 A,=7=2%"1_7,

donc & et &, sont vraies.
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e Hérédité : Soit n € N* tel que &, et &,,+1 sont vraies. On a
Apy2 =30n41 =20, =3@"2 —1) —202" —1)=2""3 1,

donc &,,.» est vraie.
Finalement, on a montré que A, = 2"*"! — 1 pour tout n € N*.

Exercice 6 : En retranchant chaque colonne a la suivante en commencant par
I'avant derniére, on obtient une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients
diagonaux sont s1, S2 — 1,83 — $2,..., S — Sp—1, donc

D= s1(s2—51)(s3=82)...(8n = Sp-1)-
Exercice 7 :
1. On démontre par récurrence pour n € N*, la propriété

P YAe MR, (Vje[[l,n]], Z|di,j|<1) = |det(A)| < 1.
i=1

e Initialisation : Pour n = 1, la propriété est évidente.

e Hérédité : Soit n € N* tel que &2, est vraie. Soit A € .#,+1(R) vérifiant la
propriété de 'exercice. En développant le déterminant selon la premiére co-
lonne, on a

n .
Y (D" a;, det(A; 1)
i=1

|det(A)| =

n
< ) laiqlldet(A; ).
i=1

Chaque matrice A;; € .#,(R) vérifie I'hypothese sur les coefficients, donc
par hypotheése de récurrence, on a

n n
|det(A) < ) lailldet(A; )< ) laial=1.
i=1 i=1

donc &2, est vraie.
Finalement, on a montré &, pour tout n € N*.

2. Soit A€ .#,(R). Onnote Cj,...,C, les colonnes de A et

n
Vie[Ln], aj=)_laijl
i=1

S'il existe i € [1,n] tel que a; = 0, alors C; = 0, donc det(A) = 0 et l'in-
égalité est vérifiée. Sinon on note M € .#,(R) la matrice dont les colonnes
sont a;lcl, .-+, @, C, La matrice M vérifie les hypothese de la premiére ques-
tion, donc

|det(M)| <1 < |det(a;'Cy,--,a,'CI <1
< ap'ay'|det(Cy,--, Gl < 1
o |detA)I < ar - an,

ce qui est I'inégalité qu'’il fallait démontrer.

Exercice 8: Avec les propriétés du déterminant, on a
det(M) = det(M") = det(—M) = (-1)" det(M).

Comme 7 est impair, on a (—1)" = —1, donc det(M) = —det(M), ce qui implique la
relation det(M) = 0. Ainsi, M n’est pas inversible.

Exercice 9: On note % la base canonique de R3. On a
r 1 1
dety(ZF)=[1 t 1.
1 1 ¢

En additionnant toutes les colonnes sur la premiére, on obtient

r+2 1 1 1 1 1
detg(F)=|t+2 t 1|=0+2)|1 ¢ 1].
t+2 1 ¢ 1 1 ¢
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En retranchant la premiére ligne aux autres, on a

1 1 1
dety (F)=(t+2)[0 t—-1 0 |=(+2)(t-1)>
0 0 t-1

Finalement, .%, est une base de R3 si et seulement si dety (F,) # 0, ce qui équivaut
ateR\{-2,1}.

Exercice 10: On note % la base canonique de R,[X]. On a

a> b a? b 2
detg(Fopc) =|-2a —-2b -2c|=-2la b c]|.
1 1 1 1 1 1

En retranchant la premieére colonne aux autres, on a

a’> b*-a*> c*-a
detg(F4pc)=—2|a b-a c—a |=-2

1 0 0

2
>—a® c*-a®
b—a

c—a

La premiere colonne se factorise par (b — a) et la seconde par (c — a), donc

a+b a+c

denﬁ(fg\a,b,c) =-2(b-a)(c-a) 1 1

==2(b—a)(c—a)(b-c).

Finalement, .%, j, . est une base de Ry [X] si et seulement si dety (%, p,c) # 0, ce qui
équivaut a a, b et ¢ sont deux a deux distincts.

Exercice 11: On a

1+t ¢t t t
t 1+t t t
det/ ﬁ =
#(F1) t 1+t ot
t t t 1+t

En additionnant toutes les colonnes sur la premiére, on obtient

1+4¢ t t t 1 t t t
1+4r 1+¢ t 1 1+¢ t t
(7 — —
A T B P TP
1+4¢ t t 1+¢ 1 t t 1+¢
En retranchant la premiére ligne aux autres, on a
1 ¢t ¢t ¢t
01 00
2(F)=(1+4 =1+4t.
dety(F)=1+40)| o | 4 ¢
0 001

Finalement, .#; est une base de E si et seulement si detz(.%;) # 0, ce qui équivaut
ateR\{-1/4}.

Exercice 12: On note %’ la base canonique de R3. Dans le premier cas, on a
1 11
Maty(u)=11 0 1|, donc det(u)=-1#0,
011

donc u est un isomorphisme. Dans le second cas, on a

1 -1 0
Maty(w)=| 0 1 -1},
-1 0 1

donc det(u) =0,

donc u n’est pas un isomorphisme.

Exercice 13 : On note % la base canonique de R3[X]. Dans le premier cas, on a

1 1 0 0
01 2 0

Maty (u) = 00 1 3l donc det(u)=1#0,
0 0 0 1
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donc u est un isomorphisme. Dans le second cas, on a

01 11
0 0 2 3

Maty (u) = 00 0 3l donc det(u) =0,
0 0 0O

donc u n’est pas un isomorphisme. Dans le troisiéme cas, on a

1 1 11
01 0O

Maty (u) = 0o 0 2 ol donc det(u) =6#0,
0 0 0 3

donc u est un isomorphisme.

Exercice 14 :
1. Soient (M,N) € .#,(R) et L€ R.On a

@(M+AN) = AM+AN) = AM + AAN = o(M) + Ap(N),

donc ¢ est linéaire.
2. Notons % = (E11, E12, E21, E22) la base canonique de .7, (R). On a

@(En) = aEn +cEx @(E12) = aEyp + cEo
@(E21) = bE11 +dEx ¢(E2) = bE12 + dE»».
On en déduit que
a 0 b O
0 a 0 b
Matz@)=1. o a o
0 ¢c 0 d

3. En développant selon la premiere ligne, on a

a 0 b 0 a b

det(p)=al0 d 0|+blc 0 0|=(ad-bc)?=(det(A)>.

c 0 d 0 ¢ d
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4. On a que ¢ est un isomorphisme ssi

det(p) #0 < (det(A)?#0 < det(A)#0,

ce qui équivaut a A est inversible.

Exercice 15 : On a det(f)? = det(f?) = det(-Idg) = (-1)4™E) Comme det(f) € R,
on adet(f )2 > 0, donc nécessairement dim(E) est pair.

Exercice 16:

1. D’apres le théoreme du rang, on a dim(Ker(u#)) = n— 1. On fixe une base

(v1,...,vp-1) de Ker(u) que 'on compléete en une base % = (vy,..., Vn-1, Un)
de E par le théoreme de la base incompléte. Par construction, on a
0O --- 0 a
M =Matg(u) = : :
0O --- 0 an

oua,..., a, K.

. La matrice de u + Id dans la base £ est la matrice M +1,,. Cette matrice est

triangulaire supérieure avec sur la diagonale (n — 1) coefficients 1 et un coeffi-
cient @, + 1. Ainsi det(u +1Id) = 1 + a,. De plus, on a a;, = Tr(M) = Tr(u), donc
det(u+1d) =1+ Tr(w).

Exercice 17 :

1. Si (uy,...,uy) est une base de Ker(s —1Id) et (vy,..., v;) une base de Ker(s + Id),

alors & = (uy,..., Uy, v1,..., Uy) est une base de E. De plus, comme s est une
symétrie, on a s(u;) = u; pour tout i € [1,k] et s(v;) = —v; pour tout j € [1,r].
En notant, la matrice par bloc, on trouve

M = Maty(p) = ( . Ok").

Or,k _Ir

2. On en déduit que
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