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CHAPITRE 1
Compléments d’algebre linéaire

Exercice 1: On vérifie les points de la définition.
e Ona F cR3 par définition de F.
e Levecteur Ogs =(0,0,0) e Fcar0+2x0=0.
e Soientu=(x,y,z)€F,u'=(x',y,zZ)e Fet LeR.Ona

u+Au' =(x+Ax,y+ 1y, z+ 1z

et
x+AxXN)+2(y+AY) = (x+2)) + A(x'+2y) =0+ A x0=0,

donc u+Au' € F.
On a donc montré que F est un sous-espace vectoriel de R3. De plus, on a

x = =2y
xX+2y=0 < y =y
z = z

donc une base de F est ((-2,1,0),(0,0,1)).

Exercice 2 : On vérifie les points de la définition.
e Ona F cR3 par définition de F.
e LevecteurOg: € Fcar0+0+0=0+0+0=0.
e Soientu=(x,y,z,0)eF,u' =(x',y,z/,t')e Fet LeR.Ona

u+Au' = (x+Ax,y+ Ay, z+ Az e+ At)

et

X+AXN+ Y+ AY )+ (t+ A ) = (x+y+2)+ A+ +2)=0+A1x0=0,
Y+AY)V+ 2+ A2+ (t+ A ) = (x+y+2)+Ax' +yY +Z)=0+A1x0=0,

donc u+Au' € F.

On a donc montré que F est un sous-espace vectoriel de R*. De plus, on a

x =t
X+ = —-z-
y+z 0 - ¥y z—t
y+z+t = 0 z = z
r = i,

donc une base de F est ((0,—1,1,0),(1,-1,0,1)).

Exercice 3: On vérifie les points de la définition.
* Ona F cR[X] par définition de F.
e Le vecteur Ogx; € F car [, 0dt =0.
e Soient BQe Fet A1eR.Ona

1 1 1
f(P+/lQ)(t)dt:f P(t)dt+/1f Q)dr=0+Ax0=0,
-1 -1 -1

donc P+ AQE€F.
On a donc montré que F est un sous-espace vectoriel de R[X].

Exercice 4: On montre que la famille .% est libre. Soit (a, b, c,d) € R* vérifiant

a(l,-1,0,1)+»(1,1,1,1) +¢(1,0,-1,-1) +d(0,1,1,1) = (0,0,0,0)
< (a+b+c,—a+b+d,b—-c+d,a+b-c+d)=(0,0,0,0).

On obtient ainsi le systeme

a+b+c =
-a+b+d =
b-c+d =
at+tb—c+d =

oo oo

En appliquant le pivot de Gauss, on obtient a = b = ¢ = d = 0, donc la famille .# est
libre. Comme .% est une famille libre de cardinal 4 dans R* qui est de dimension 4,
on en déduit que .# est une base de R*.
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Exercice 5: La famille .%, est une base si et seulement si la matrice

est inversible. Le déterminant de cette matrice est a — 2. Comme la matrice est in-
versible si et seulement si son déterminant est non nul, on conclut que .%, est une
base si et seulement si a # 2.

Exercice 6 : On montre que que la famille .% est libre. Soit (a, b, ¢) € R3 vérifiant

aX(X-1)+bX(X-2)+c(X-1)(X-2)=0
o (a+b+0)X?—(a+2b+3c)X+2c=0.

En identifiant les coefficients, on obtient le systeme

a+b+c = 0
a+2b+3c = 0
2c = 0.

En appliquant le pivot de Gauss, on conclut que a = b = ¢ = 0, donc la famille .%
est libre. Comme .% est une famille libre de cardinal 3 dans R, [X] qui est de dimen-
sion 3, on en déduit que .# est une base de R, [X].

Notons (a, b, ¢) € R? les coordonnées du polynéme 1 € R,[X] dans la base .#. On a

l1=aXX-1D)+bX(X-2)+c(X-1)(X-2)
o (a+b+0)X’—(a+2b+30)X+2c=1.

En identifiant les coefficients, on obtient ainsi le systéme

a+b+c = 0
a+2b+3c 0

2c = 1.

En appliquant le pivot de Gauss, on conclut que (a, b,c) = (1/2,-1,1/2).

Exercice 7 :

1. Soientu=(x,y,2) €R3, u' = (x,y,Z)eR3et LeR.On a

fu+Au)=fx+Ax,y+Ay,z+1A2)

= ((x+AxX)+ (Y + AY) + (2 +A2), (x + Ax) = (y + 1Y) — (2 + AZ))
=(xX+y+z,x-y-2+AX +y +2Z,x' -y -2
=fx,p2+Af(X,y,2)= fw) +AfW).

On conclut f est une application linéaire.

2. Soit (x, y,z) € R3. On a les équivalences

(x,y,2)eKer(f) e f(x,5,2)=(0,0)

Il
o

X+y+z
X-y—-2z

Il
o

donc Ker(f) = Vect(0, 1,—1). Pour finir, on a

= Vect((1,1), (1,~1),(1,~1)) = RZ.

Exercice 8 :
1. Soient BQeRy[X] et 1eR.Ona

FP+AQ) =P +AQ)(0)+(P+AQ)(1)
= (P(0)+P(1)) + A(Q(0) + Q1))
=f(P)+Af(Q).

On conclut que f est une application linéaire.
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2. Pour le noyau de f, sion écrit P= aX?+bX +c,ona

PeKer(f) o f(P)=0

& a+b+2c=0

a = -b-2c
o b = b o

c = C

(a, b, c) € Vect((-1,1,0),(-2,0,1)),

donc Ker(f) = Vect(X — X?,1—2X?). Pour finir, on a
Im(f) = Vect(f (1), f(X), f(X*)) = Vect(2,1,1) =RR.

Exercice 9:

1. Soient BQeR3[X]etAeR.Ona

fP+AQ) =P +AQ)+(1-X)(P+AQ)
=P+1-X)PH+A2Q+1-X)Q"
=f(P)+Af(Q).

On conclut que f est une application linéaire.

2. Pour le noyau de f, sion écrit P = aX3 + bX?+cX +d,ona

PeKer(f) © f(P)=0

o aXP+bX?+cX+d+(1-X)BaX?>+2bX+¢)=0

o —2aX]+Ba-bX*+2bX+(c+d) =0

o —2aX®+Ba-b)X*+2bX+(c+d) =0.
a = 0
b = 0

o c - g © (a,b,c,d) € Vect((0,0,-1,1)),
d = d

donc Ker(f) = Vect(1 — X). Pour finir, on a

Im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X?), f(XP))
=Vect(1,1,2X — X?,3X* - 2X?)
= Vect(1,2X - X?,3X%-2X3).

3. D’aprés un théoréme du cours, on a

Ker(f) +Im(f) = Vect(1 - X,1,2X — X*,3X* - 2X?).

F

La famille .% est échelonnée en degré, donc elle est libre. De plus, on a la rela-
tion Card(%) = dimR3[X] = 4, donc la famille .% est une base de R3[X]. Fina-
lement, on conclut que R3[X] = Ker(f) @ Im(f) par un résultat du cours.

Exercice 10 : En utilisant le pivot de Gauss, les inverses sont

0 1 1 -1 0 1 1 0 -1
1 0 1], 4 1 -3], 2 1 -3|.
1 -1 -1 2 1 -2 -1 0 2

Exercice 11: On peut écrire M =13 + N avec

La matrice N vérifie N3 = 0 et commute avec I5. En utilisant le binome de Newton,
on obtient

n
M"=(I3+ N> =1y N°+nlf "N+ (Z)IQ—ZNZ
n(n- I)N2

=I3+nN+

1 n nn-1)/2
=10 1 n .
0 0 1
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Exercice 12: Pour la premiére matrice, on trouve rang(M) =2 et

—4 1 1
Ker(M) = Vect 1 , Im(M)=Vect||-11,]2
3 0 3
Pour la seconde matrice, on trouve rang(M) =1 et
1 0 1
Ker(M)=Vect||1],|1]|, Im(M)=Vect|]|-1
0 1 1
Pour la troisieme matrice, on trouve rang(M) =2 et
1 1 2
Ker(M) =Vect||-2||, Im(M)=Vect||4],|5
1 7) \8

Exercice 13 : En appliquant le pivot de Gauss, on trouve que le rang de la matrice
est1sia=+1et4 dansles autres cas.

Exercice 14 : Avec la définition, on trouve

Matyg (u) =

oS O O O
oS O O
S o N O
S W o o

Exercice 15:

1. Montrons que u est linéaire. Soient BLQ e R3[X] et A€ R.On a

UP+1Q) =P+AQ)+(P+1Q) (X +1)
=P+PX+1)+AQ+Q(X+1))
=u(P)+ Au(Q).

On en déduit que u est linéaire.

2. En appliquant la définition, on trouve

1 1 2 3

01 2 6
Maty (u) = 00 1 3l

0 0 01

3. La matrice est de rang 4, donc elle est inversible. On en déduit que u est un
isomorphisme.

4. Enrésolvant le systéme, on a

Ker(M —14) = Vect

S O O~

On en déduit que
Ker(u —1d) = Vect(1).

5. En prenant les colonnes de la matrice M —I4, on a

Im(M —14) = Vect

oS O O~
S O NN
S W oy W

On en déduit que
Im(u —Id) = Vect(1,2+2X,3 + 6X + 3X?).

Exercice 16:

1. Avec la définition, on trouve

1 -2
Maty(u) = (1 4 )
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2. Ona
u2,-1)=4,-2)=2-2,-1)+0-(1,-1),
u(l,-1)=3,-3)=0-2,-1)+3-(1,-1),

donc par définition, on en déduit

20
Mat@(u):(o 3).

3. D’apres la formule du changement de base, on a
Maty (u"*) = Py_ 5 -Matgz(u'"") - Pp_y.

De plus, on a

2 1 _ 1 1
P(g_)'%:(—l _l)r P%—fzb()ng)i,%=(_l _2)

ainsi que
2" 0
Matgz(u") = Matgz(uw)" = ( 0 3")'
On trouve finalement
2n+1_3n 2n+1_2.3n
M )= ,
At (17 (3"—2" 2.37—2n )

donc

u(x,y) = (" -3Mx+ "1 -2-3My, 3" - 2" x +(2-3" -2")y).

Exercice 17 :
1. La matrice de la famille %’ dans la base % est

1 11
Matgz(#)=|0 1 1].
1 01

Le déterminant de cette matrice est non nul, donc elle est inversible. On en

déduit que #’ est une base de E.

2. Ona

fy=fa+k)=fO+fl)=>GE-D+(+k)=i+k=u
f=fi+)H)=fO+f(H=>G-++2j+k)=2i+j+k=u+v
fw)=fli+j+)=fO+f)+fk)=2i+2j+2k=2w.

On obtient donc

Matg (u) =

3. En utilisant la formule du changement de base, on a
A" =Matgz(u™) = Pg_.z -Matg (u™) - Py _. 5.

De plus, ona
1 11

Pyp_.z=10 1 1|, P,%wa,%=PE;31,_,%: 1 0
1 01

ainsi que

(=R
N oo
N ———

1
Matg (1) = Matg (u)" = (0
0

On trouve finalement

n+2-2" 2"—-1 2"_p-1
A = 1-2" 2n 2" -1
n+1-2" 2"-1 2"—n

Exercice 18 : Soient (ny,...,71,) NP avec ny <--- < np et (A1,...,1p,) €R? tel que
Mfu++Apfn,=0 < VxeR, Ajx"e’+---+A,x"re"=0.
& VxeR, MLx™M+---+1,x"=0.

On en déduit que le polynéme A, X™ +---+ 1, X"» admet une infinité de racines,
doncil est nul. Ainsi, ona A; =--- = A, =0, donc la famille (f,,) sen est libre.
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Exercice 19: Soient (n1,...,n,) eNP avec n; <---<np et (1y,...,1,) € RP tel que
Mfum++Apfn,=0 < VxeR, A 4.+ 1 e"™ T = 0.
En posant t =e*, on a
VieR], At 4.+ A,t" =0.

On en déduit que le polynéme A; X™ +---+ 1, X"» admet une infinité de racines,
donc il est nul. Ainsi,ona Ay =--- = A, =0, donc la famille (f5)en est libre.

Exercice 20 :

1. Pour calculer 'intégrale, on utilise la formule trigonométrique

cos(x) cos(y) = = (cos(x + ) + cos(x — ).

N =

On a donc .
Imn = % (f cos((m+n)t)+cos((m—n) t)) dr.
0

Si m # n, on obtient

2w
=0.

1
Iyn== sin((m+n)t) +
n m

2 - sin((m—n)t)

0
Si m = n, on obtient

2n
=TI.
0

1
Lnm=—= sin((m+mn)t)+t
2| m+n

2. Soient (ny,...,np) NP avec ny <--- < np et (A1,...,1p,) €RP tel que
/llfn1+~~+/1pfnp=0 < VxeR, Ajcos(mx)+---+Aycos(nyx)=0.

Si on multiplie par cos(nyx) pour un entier k € [1, p], puis qu’on intégre entre
0 et 27, on obtient la relation

MIn p -+ Aplnp,nk =0.

En simplifiant avec la question précédente, on en déduit A; = 0. Ainsi, la fa-
mille (f},) nen est libre.

Exercice21: Ona
H, =Vect((1,0,1,0),(0,1,0,1)) et H,=Vect((1,0,0,-1),(0,1,-1,0)).

Ainsi, on a

F+G+ H, = Vect((1,0,0,1),(1,1,1,1),(1,0,1,0),(0,1,0,1) ).
7
La famille .%# n’étant pas libre, on en déduit que la somme de F, G et H; n'est pas
directe. D’autre part, on a
F+G+H; = Vect(Sl,0,0, n,q,1,1,1,1,0,0,-1),(0,1, —1,0)).
g

La famille ¢ est une base de R*, donc on en déduit que la somme de F, G et H, est
directe et quel'onaR* = F® G® Ho.

Exercice 22 : Soit ¢ € E. On montre |'existence et I'unicité de la décomposition
selon F+ G+ H.
* Unicité : Supposons que ¢ = f + g+ h avec (f, g, h) € F x G x H. Alors, comme
g estlinéaire et & est constante, on a i : x — ¢(0). De plus, en dérivant, on ob-
tient g : x — ¢’(0) - x. Finalement, on en déduit que f: x— ¢ — ¢(0) — ¢'(0) - x.
Ainsi f, g et h sont uniquement déterminé par ¢, d’ott I'unicité de la décom-
position.
* Existence : On pose

fix—p-@0)-¢'0)-x, g:x—¢' 0)-x, h:x— @0).

Ona@p=f+g+h, feF,geGethe H.
Finalement, onamontréque E=Fa& G& H.

Exercice 23 :
1. Une base de H est ((1,-1,0),(1,0,—1)). On a donc

H+ D =Vect((1,-1,0),(1,0,-1),(1,0,1)).

Comme la famille ((1,-1,0),(1,0,-1),(1,0,1)) est une base de R®, on en déduit
que la somme H + D est directe et que R> = He D.
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2. Ona

u(H) = Vect(u(1,-1,0), u(1,0,—1)) = Vect((0,-1,1),(0,0,0)) < H,
—_—— ——

€H €H

donc H est stable par u. De méme, on a
u(D) = Vect(u(1,0,1)) = Vect((2,0,2)) c D,
——
€D

donc D est stable par u.

3. On consideére la base de R3

'@: ((1)_1y0)) (I)Or_l)) (1)07 1) )
N -~ N\ —_—

Base de H Base de D

qui est adaptée a la somme directe R> = H® D. On a

1
-1
0

0 0
Matg(u) = 0 0f.
0 2
Exercice 24 :

1. Ona
H+ D =Vect((1,-3,0),(0,1,-1),(3,1,1)).

Comme la famille ((1,-3,0),(0,1,-1),(3,1,1)) est une base de R®, on en déduit
que la somme H + D est directe et que R® = He D.

2. Ona

u(H) = Vect(u(1,-3,0),u(0,1,-1)) = Vect((-4,7,5),(1,-4,1)) € H,
— —
€H €H
donc H est stable par u. De méme, on a
u(D) = Vect(u(3,1,1)) = Vect((9,3,3)) € D,
——
€D

donc D est stable par u.

3. La matrice de u dans la base 4 est

-4 1 0
Matgz(u)=|-5 -1 O0f.
0 0 3
Exercice 25 :
1. Ona

H+ D = Vect(1, X2, X).

Comme la famille (1, X2, X) est une base de I'espace vectoriel Ry[X], on en dé-
duit que la somme H + D est directe et que Ry [X] = He D.
2. Ona
u(H) = Vect(u(1), u(X?)) = Vect(X?,1) c H,

donc H est stable par u. De méme, on a
u(D) = Vect(u(X)) = Vect(X) c D,

donc D est stable par u.

3. La matrice de u dans la base 4 est
010
Matgz(u)=|1 0 O0f.
0 0 1

Exercice 26 : Si x € Ker(u), alors u(x) = 0 € Ker(u), donc Ker(u) est stable par u.
Si x € Im(w), alors u(x) € Im(u) par définition de I'image, donc Im(u) est stable par
I’endomorphisme .

Exercice 27 : On note ¢ la base canonique de R.
(i) Ona

1 11
Maty(u)=|1 0 1|, donc Tr(u)=2.
0 1 1
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(ii) Ona
1 -1 O
Matg (1) = ( 0 1 —1), donc Tr(u)=3.
-1 0 1

Exercice 28 : On note % la base canonique de R3[X].

(i) Ona

Maty (u) = , donc Tr(u)=4.

S o o =
S O = -
O = N O
— W o O

(ii) Ona

Maty (u) = , donc Tr(u)=0.

S O © O
S O O
S o N -
S W W =

(iii) Ona

Maty (u) = , donc Tr(u)=7.

S O O
S O =
[« \C e R
w o O

Exercice 29 : Supposons par I'absurde qu'’il existe deux telles matrices. Alors
0=Tr(AB) -Tr(BA) =Tr(AB—-BA) =Tt(,) =n,

ce qui n’est pas vrai.

Exercice 30: Pour peN*,ona

Tr(AP) = Tr(AP~1 A) = Tr(AP~1(AB - BA))
=Tr(APB) - Tr(AP~}(BA))
=Tr(APB) - Tr((BA) AP~
=Tr(APB) - Tr(BAP) = 0.

Exercice 31 : Lapplication Tr: .#,(R) — R est linéaire. De plus, Tr(I,;) = n # 0, donc
I'application Tr n’est pas nulle. On en déduit d’apres le cours, que H = Ker(Tr) est
un hyperplan de .Z,(R).

Exercice 32 :

1. Par hypothese, la matrice Matz(u) est de rang 1, donc toutes ses colonnes sont
colinéaires a un vecteur X € .#, 1 (R). Il existe donc (y,..., y,) € R" tel que

Matg(u) = (1 X ynX)=XY avec Y=(y1 - yu).
2. Onnote M =Matgz(u) = XY. Comme Y X est une matrice 1 x 1, on a

M?>=XYXY=X(YX)Y =(YX)XY = (YX)M.

De plus, on remarque que Y X = Tr(Y X) = Tr(XY) = Tr(M), donc on a démon-
tré la relation M? = Tr(M) - M, ce qui permet de conclure.

Exercice 33 :
1. Montrer que E = Ker(p) ® Im(p) équivaut a montrer

Ker(p) nIm(p) ={0g} et E=Ker(p)+Im(p).

¢ Soit y € Ker(p) nIm(p). Comme y € Im(p), il existe x € E tel que y = p(x). On
a
y=p&) =p*(x)=p(y) =0
car y € Ker(p). Ainsi E = Ker(p) + Im(p). On peut écrire x = (x — p(x)) + p(x).
Le vecteur p(x) € Im(p) et

plx—pkx)=px) - pz(x) =px)-px) =0,

donc x — p(x) € Ker(p). Ainsi Ker(p) nIm(p) = {0}.
¢ Soit x € E. On peut écrire x = (x — p(x)) + p(x). Le vecteur p(x) € Im(p) et

px—pkx)=pkx) - pz(x) =px)-px) =0,

donc x — p(x) € Ker(p). Ainsi E = Ker(p) + Im(p).
Finalement, on a montré que E = Ker(p) @ Im(p).
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2. Si (uy,...,uy) est une base de Ker(p) et (vy,..., V) une base de Im(p), alors
%: (UI,-..,uk,Vl,u.,Ur)

est une base de E. De plus, comme p est un projecteur, on a p(u;) = 0 pour
tout i € [1,k] et p(v;) = vj pour tout j € [1,r]. En notant, la matrice par bloc,
on trouve

M =Matg(p) = (Ok'k Ok”).

Or,k Iy
3. On arang(M) = r = Tr(M), donc rang(u) = r = Tr(uw).
Exercice34: On a
et de méme
M = MT MY = MM,
donc MM" et M" M sont symétriques.

Exercice 35: On raisonne par équivalence.
(AB)"=AB & B'A'=AB < BA=AB.
Donc AB est symétrique si et seulement si A et B commutent.

Exercice 36 :

1. Ona X'X = x? +...+ x2. Or une somme de nombres réels positifs est nulle si
et seulement si chacun des nombres sont nuls. Ainsi,

2 2

2 _ 42 ey —
X{+-+x,=0 & x{=-=x,=0 & x1=---=x,=0.

Ainsi X = 0 si et seulement si X' X = 0.

2. On montre les deux inclusions.
¢ Si X € Ker(M), alors
M'Mx=M"0=0,

donc X € Ker(M* M). Ainsi Ker(M) < Ker(MTM).

* Réciproquement, si X € Ker(M' M), notons Y = MX.Ona
Yly=x"M"Mx =x"0=0.

D’apres la premiere question, on obtient Y = MX = 0, donc X € Ker(M).
Ainsi Ker(MTM) c Ker(M).
Finalement, Ker(M* M) = Ker(M).

Exercice 37 :

1. Montrons que .%,(R) est un sous-espace vectoriel de .Z,(R).
e Ona.%R) c 4, [R).
¢ La matrice nulle est symétrique.
e SiM,Ne.¥,R)etdeR,alors

M+AN)T = MT +ANT = M+ AN,

donc M+ AN € ., (R).
On a montré que .%;, (R) est un sous-espace vectoriel de .#, (R).

Montrons que 27, (R) est un sous-espace vectoriel de .7, (R).
e Ona @, (R) c #,R).

¢ La matrice nulle est antisymétrique.

e SiM,Ne€ <,(R) et A€R, alors

M+AN) =M+ ANT=—-M-AN=-(M+AN),

donc M + AN € @7, (R).
On a montré que .27, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

2. Montrer que .#,(R) = .%,(R) & <7, (R) équivaut a montrer
MR =S, R) +,[R) et (R N, (R) =1{0}.

e Soit M € .#,(R). On pose

1 T 1 T
S=Z(M+M) et A=_(M-M).
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OnaM=S+Aet
T_ Ll .1 T_ Ll 1
S :E(M +M)=S et A ZE(M -M)=-A,

donc Se€.%,(R) et A€ &7, (R). Ainsi #,(R) = %, (R) + o7, (R).

* Soit M € .%,(R)n.</,(R).Ona M = M' = —M, donc M = 0. On a donc montré
que .7, (R) N .27, (R) = {0}.

Finalement, on a montré que ., (R) = .7, (R) & 7, (R).

. En appliquant la question précédent, on trouve

1 11 1 2 11 1 0 1 1
M=|0 1 1 25 1 21 +§ -1 0 1].
0 01 1 1 2 -1 -1 0

. En notant (E; j)1<;,j<n la base canonique de M, (R), on obtient qu'une base
de . (R) est composée des E; j + Ej,; pour 1 < i < j < n et une base de 7, (R)
est composée des E; j — E; ; pour 1 <i < j < n. En comptant le nombre d’élé-
ments dans ces bases, on trouve
nn+1)

-1
dim.¥,(R) = — et dims,(R) = %
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