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Temps d’attente avant une collision

Introduction

On considere un entier n € N*. On dispose d'une urne contenant n boules numérotées par les entiers
de 1 a n. On procede a une succession de tirages avec remise dans cette urne. On s'intéresse au nombre
de tirages nécessaires pour tirer pour la seconde fois une boule déja tirée auparavant.

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (2,7, P) et on considere une
suite (Xy)ren+ de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [1,7]. On considere
la variable aléatoire T;, définie par

Tp,=min{je[2,n+1]|3ie[1,j-1], X;=X;}.
Par exemple, si on suppose que n =4 et que I'’événement
Xi=DnX2=3)n(X3=2)n(Xy =3)N(X5=4)

estréalisé, alorson a T, =4, car c’est au quatrieme tirage que pour la premiere fois réapparait un résultat
déja obtenu.

Lobjectif de cet exercice est de déterminer un équivalent de I’espérance de la variable aléatoire T,
lorsque n — +oo.

I. Une expression de I'espérance de T,

1. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire T,.
2. Dans cette question, on considére un entier k € [1, n] et la variable aléatoire Z = (X3, ..., X).

a) Justifier que Z suit la loi uniforme sur 1, n]*.
b) Dans cette question, on considere I'évenement

A= {(al, ~oap) €1, n]]k | les éléments ay, ..., a; sont deux a deux distincts}.

Exprimer le cardinal de A en fonction de n et de k, puis en déduire que

n! 1

P(T,>k)=P(Ze€A) = (n—k)!ﬁ'

On remarque que le résultat de la question précédente est encore valable pour k = 0.

3. Justifier que la variable aléatoire T}, est d’espérance finie et que 'on a

n n 1
E Tn = — .
(Zn) ;0 (n—0)'nt
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II. Une expression intégrale de 'espérance

Dans cette partie, on détermine une expression de I’espérance de T, sous la forme d'une intégrale.
Pour tout k € N, on considere I'intégrale
+00
I = f rFe~tdr.
0

1. Soit k € N. Montrer que I'intégrale I est convergente.

2. Montrer que pour tout k€N, on a I} = k.

+00 t n
(]. + —) e_tdt converge, pUiS que
n

+00 t
E(T},) :f (1 +—
0 n

III. Un équivalent de I'espérance

3. En déduire que l'intégrale f
0

n

e Tdr.

Dans cette partie, on détermine un équivalent de I'intégrale obtenue a la question I1.3 lorsque n — +o0.
Pour tout entier n € N*, on considere les intégrales

n +00 t n
In:f e 'dt et ]":f (1+—) e 'ds.
0 n

n
Les résultats de la partie précédente impliquent la convergence de ces deux intégrales.

n

t
1+—
n

A. Ftude delasuite (J,,) yene

1. Soit n € N*. En utilisant un changement de variable, établir que

In =e_"f0+oo (2+K)ne_”dv.

n

2. Montrer que la suite (K},) ,en+ définie par

+00 v n
VYneN*, Kn:f (1+—) e 'dv
0 2n

est bornée. On pourra utiliser librement I'inégalité 1 + x < e* valable pour tout x € R.

3. En déduire que la suite (J,,) ,en* converge et préciser sa limite.

B. FEtude de la suite (I,,) ;e

Dans cette sous-partie, on définit la fonction f;, : ]0, +oo[ — R par

u n
1+—) e §i u<yn

Vuel0,+ool, fulu)= vn
0 si u>+/n.
4. Montrer que
\/ﬁ u n +00
In:\/ﬁf (1+—) e_“‘/ﬁdu:\/ﬁf fn(w) du.
0 vn 0
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5. Montrer que pour tout u € ]0, /n[, on al'égalité

+00 (] k-1 k
In(fu(w) =y, =0 —.

k=2 k n:2

6. En déduire que pour tout u € ]0, /[, on a les inégalités

2

3 2
In(f(w) + u?

<L mLw<-L

7. Justifier que la fonction u — e U2 est intégrable sur [0, +oo[, puis établir que

+00 +too
lim (f fn(u)du) :f e “2du.
n—+oo \ Jo 0

C. Conclusion

+o00o
[
8. En admettant que f e W2 gy = > déterminer un équivalent de E(T,) lorsque n — +oo.

0

Fin
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