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Séries de Hardy

Introduction
L'objectif de ce probleme est d’étudier en fonction a € ]0, +oo la convergence de la série
5 sin(my/n)
n>1 n® .

Une série de cette forme est appelée une série de Hardy.

I. Une comparaison série-intégrale

sin(nv/1)
@
1. a) Justifier que la fonction f est de classe &1 sur 10, +oo| et vérifier que

meos(nVi)Vt - 2asm(n\/_)

2ta+1

Dans cette partie, on considere un réel a € ]1/2, 4+00[ et la fonction f: ¢ —

Viel0,+ool, f(1)=

b) Montrer que pour tout n € N*, on a

n+1 n+1
f f(t)dt:f(n)+f (n+1-10f'(r)dt.

2. a) Montrer qu’il existe un nombre réel K > 0 tel que

K
VtE]l,-l—OO[, |f/(t)|<m
n+l1
b) En déduire que la série Z (n+1- 1) f'(r) dt converge absolument.

n=0Jn

3. a) Montrer que pour tout n € N*, on a I'égalité
cos(mVt
f fnde= ( )

o= T a-1/2
b) Montrer que pour tout n € N*, on a

+1
20—1 n+1 t
L 2a f cos (/1) &
n

T t-(l+1/2

n+1 cos (mV/1) o1
" ra+1/2 dr| < potl/2’
n+1
c) Conclure que la série Z f () dt est convergente.
n=z0Jn
sin(my/n
4. Montrer que la série Z % est convergente.
n>1 n
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II. Lecaslimite @« =1/2
cos(my/n)

Dans cette partie, on admet que I'on pourrait montrer que la série Z ———— est convergente en
n>1
employant la méme méthode que dans la partie précédente.

1. En considérant une suite extraite bien choisie, montrer que la suite (cos (n\/ﬁ )) nen €st divergente.

2. a) Montrer que I'on al’égalité

plmVn+l _gimvn _ ginyn ii_n_z_,_oi
n—+0o 2v/n 8n ndi2})

b) En déduire que I'on al’égalité

sin(my/n) 2

7 cos (my/n) 1
Tn_}im;(cos(n\/ﬁ)—cos(n n+1))—Z - +O(n3/2).
3. Conclure que la série Z M est divergente.
n>1 n

III. Utilisation d’'une transformation d’Abel

Dans cette partie, on considére un réel a € ]0,1/2[. On considere deux suites (a,) nen* €t (by) nen+ €t ON

définit la suite (A;) nen+ par
n

VneN*, A,=) a.

k=1
1. Montrer que pour tout n e Navec n > 2, on a
n n-1
Y aibi=Apby+ ) Ap(bg—bis).
k=1 k=1
Dans la suite du probleme, on suppose que
i sin(my/n) 1
VneNT, an:T et bn:m.

On raisonne par ’absurde en supposant que la série Z a, est convergente.
n>1

2. Justifier que la suite (A;) ,en+ €st bornée.
3. On considere unréel M € R tel que |A,| < M pour tout n € N*.
a) Montrer que la suite (A, b,) nen+ converge vers 0.

b) Montrer que la série Z Ay (bg — by+1) converge absolument.
k=0

4. Déduire des questions précédentes que la série Z anb, est convergente. Conclure.
n>1

Fin
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