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Séries de Hardy

Introduction

L’objectif de ce problème est d’étudier en fonction α ∈ ]0,+∞[ la convergence de la série

∑
n⩾1

sin
(
π
p

n
)

nα
.

Une série de cette forme est appelée une série de Hardy.

I. Une comparaison série-intégrale

Dans cette partie, on considère un réel α ∈ ]1/2,+∞[ et la fonction f : t 7→ sin
(
π
p

t
)

tα
.

1. a) Justifier que la fonction f est de classe C 1 sur ]0,+∞[ et vérifier que

∀t ∈ ]0,+∞[, f ′(t ) = πcos
(
π
p

t
)p

t −2αsin
(
π
p

t
)

2tα+1
.

b) Montrer que pour tout n ∈N∗, on a∫ n+1

n
f (t )dt = f (n)+

∫ n+1

n
(n +1− t ) f ′(t )dt .

2. a) Montrer qu’il existe un nombre réel K > 0 tel que

∀t ∈ ]1,+∞[,
∣∣ f ′(t )

∣∣⩽ K

tα+1/2
.

b) En déduire que la série
∑

n⩾0

∫ n+1

n
(n +1− t ) f ′(t )dt converge absolument.

3. a) Montrer que pour tout n ∈N∗, on a l’égalité∫ n+1

n
f (t )dt = 2

π

[
cos

(
π
p

t
)

tα−1/2

]n+1

n

+ 2α−1

π

∫ n+1

n

cos
(
π
p

t
)

tα+1/2
dt .

b) Montrer que pour tout n ∈N∗, on a∣∣∣∣∣
∫ n+1

n

cos
(
π
p

t
)

tα+1/2
dt

∣∣∣∣∣⩽ 1

nα+1/2
.

c) Conclure que la série
∑

n⩾0

∫ n+1

n
f (t )dt est convergente.

4. Montrer que la série
∑

n⩾1

sin
(
π
p

n
)

nα
est convergente.
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II. Le cas limiteα= 1/2

Dans cette partie, on admet que l’on pourrait montrer que la série
∑

n⩾1

cos
(
π
p

n
)

n
est convergente en

employant la même méthode que dans la partie précédente.

1. En considérant une suite extraite bien choisie, montrer que la suite
(
cos

(
π
p

n
))

n∈N est divergente.

2. a) Montrer que l’on a l’égalité

eiπ
p

n+1 −eiπ
p

n =
n→+∞ eiπ

p
n
(

iπ

2
p

n
− π2

8n
+O

(
1

n3/2

))
.

b) En déduire que l’on a l’égalité

sin
(
π
p

n
)

p
n

=
n→+∞

2

π

(
cos

(
π
p

n
)−cos

(
π
p

n +1
))− π

4

cos
(
π
p

n
)

n
+O

(
1

n3/2

)
.

3. Conclure que la série
∑

n⩾1

sin
(
π
p

n
)

p
n

est divergente.

III. Utilisation d’une transformation d’Abel

Dans cette partie, on considère un réel α ∈ ]0,1/2[. On considère deux suites (an)n∈N∗ et (bn)n∈N∗ et on
définit la suite (An)n∈N∗ par

∀n ∈N∗, An =
n∑

k=1
ak .

1. Montrer que pour tout n ∈N avec n ⩾ 2, on a

n∑
k=1

ak bk = Anbn +
n−1∑
k=1

Ak (bk −bk+1).

Dans la suite du problème, on suppose que

∀n ∈N∗, an = sin
(
π
p

n
)

nα
et bn = 1

n1/2−α .

On raisonne par l’absurde en supposant que la série
∑

n⩾1
an est convergente.

2. Justifier que la suite (An)n∈N∗ est bornée.

3. On considère un réel M ∈R tel que |An |⩽ M pour tout n ∈N∗.

a) Montrer que la suite (Anbn)n∈N∗ converge vers 0.

b) Montrer que la série
∑

k⩾0
Ak (bk −bk+1) converge absolument.

4. Déduire des questions précédentes que la série
∑

n⩾1
anbn est convergente. Conclure.

Fin
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