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Les polynomes de Laguerre

Introduction

L'objectif de ce probleme est d’étudier la suite des polynémes de Laguerre que nous construirons dans
la seconde partie. Nous étudierons ensuite quelques-unes de leurs propriétés.

I. Produit scalaire sur R,,[X]

Pour tout (P, Q) € [R?n[X]Z, on note
+00
¢(P.Q) =f0 P(1)Q(ne"dr.

1. Soit (P, Q) € R,[X]%. Montrer que I'intégrale définissant ¢ (P, Q) est convergente.
2. Montrer que I'application ¢ : R,[X] x R, [X] — R est un produit scalaire.

Dans tout le reste du probleme, on note (P | Q) = ¢(P, Q) le produit scalaire de deux polynémes P € R, [X]
et Qe R, [X].

II. Construction des polynémes de Laguerre

On considere 'application a définie sur R,[X] para:P— XP"+(1 - X)P'.
1. Montrer que a est un endomorphisme de R, [X].
2. Ecrire la matrice de a dans la base (1, X,..., X").
3. En déduire que «a est diagonalisable et que Sp(a) = {-k | k € [0, n]}.
4. On fixe un entier k € [0, n].
a) Quelle est la dimension de Ker (a + kIdg,,(x]) ?
b) En déduire qu'il existe un unique polynéme L € R,[X], de coefficient dominant égal a 1,
vérifiant a(Lg) = — kL.
¢) Justifier que L est de degré k.
d) Déterminer Ly et L,. Vérifier que L, = X? —4X +2.

III. Orthogonalité des polynomes de Laguerre

Les éléments Ly,..., L, construits dans la partie précédente sont appelés les polynd6mes de Laguerre.
1. On fixe un couple (B, Q) € R,[X]2.

+00

a) Montrer que (a(P) | Q) = —f tP'(HQ (e 'dt.
0
b) En déduire que (a(P) | Q) = (P | a(Q)).

2. Montrer que la famille (Ly,..., L) est une base orthogonale de R, [X].
3. Montrer que (P | L) =0 pour tout P € R, [X].
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IV. Racines des polynomes de Laguerre

Dans cette partie, on démontre que le polyndme L, admet 7 racines réelles distinctes.

On note xi,..., x; les racines réelles de L,, dont I'ordre de multiplicité est impair. On raisonne par I’ab-
surde en supposant que L, n'admet pas n racines réelles distinctes, ce qui implique que r < n. En dé-
composant L, dans R[X], on en déduit qu'il existe s € N* et (a1,...,as, B1,..., Bs) € R*S tels que

LyX)=DX) [ (X-ap?*+p3) avec DX)=[]X-xp).
/=1 k=1

1. Montrer que la fonction ¢ — D(f)L,(f) est positive sur R.
2. Montrer que (D | L) =0.

3. Conclure.

V. Méthode de quadrature de Gauss-Laguerre

D’apreés la partie précédente, les racines xy, ..., x, du polynome L, sont réelles et deux a deux distinctes.
1. Pour tout k € [1, n], on définit I'application linéaire ¢y : R,,—; [X] — R par ¢y : P — P(xy).
a) Montrer que (¢y,...,¢,) est une famille libre de .2 (R, [X],R).

b) Montrer que (¢1,...,¢,) est une base de .Z (R,,—1[X],R).
¢) En déduire qu'il existe un unique (A4,...,1,) € R tel que

+00 n
VPeR,_1[X], f P(t)e”"dr= ) ApP(xp).
0 k=1

2. Nous allons établir que la formule précédente reste valable pour tout polyndme de Ry;_1[X]. On
fixe un polynome P € Ry, [X].

a) Montrer qu’il existe un unique couple (Q,R) e R,,—1[X] xR,,—;[X] telque P =L,,Q + R.
b) En utilisant la question II1.3, montrer que

+00

+00
f P(t)e‘”dt:f R(te 'dr.
0 0

¢) Conclure que I'on a la relation

+00 n
VP eRy,1[X], f P(e "dr=) ApP(xp).
0 k=1

3. Exhiber un polyndéme P € Ry, [X] tel que

+00 n
f P(t)e~"dr# ) AkP(xp).
0 k=1

Fin
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