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Les polynomes de Bernoulli et la fonction (

Introduction

L'objectif principal de ce probleme est de déterminer une expression des valeurs aux entiers strictement
positifs pairs de la fonction { : ]1, +oo[ — R définie par

+00 1
Vxell,+ool, ()=} —.
n=1 n

Cette derniére intervient de manieére centrale dans de nombreux domaines des mathématiques. Pour
calculer les valeurs de ¢ qui nous intéressent dans ce probleme, nous commencerons par introduire et
étudier les polynomes de Bernoulli.

I. Les polynomes de Bernoulli

Pour définir les polyndmes de Bernoulli, on commence par montrer un résultat intermédiaire.

1. Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme Q € R[X] vérifiant

1
Q' =P et f Q(tdr=0.
0
On en déduit que I'on peut définir la suite des polynémes de Bernoulli (B;,) ,en par By =1 et

1
vneN, B .. =m+1)B, et fOBnH(t)dt:O.

n+l =

Calculer les polynomes B; et B,.
Montrer que pour tout n € N, le polynéme B,, est de degré n.
Montrer que B, (1) = B, (0) pour tout n € N avec nn > 2.

Montrer par récurrence que pour tout n €N, on a B, (1 — X) = (-1)"B,(X).

U B

Montrer que pour tout k € [0, n], on a

n!
B = B, .
nT =k

7. En déduire avec le formule de Taylor pour un polynéme que

n
YneN, B,(X)=)_
k=0

"B, _.0x*
k n-k .
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II. Les nombres de Bernoulli

Pour tout n € N, on définit le n-ieme nombre de Bernoulli par b, = B, (0).

1. En utilisant les questions I.4 et 1.5, montrer que byp,1 = 0 pour tout p € N*.

2. En utilisant les questions .4 et 1.7, montrer que

1 & +2
VneN, by, =-— Z(nk )bk.

n+2k:0
3. Mont Ponaby=1, by =2, b=+ b L et o=
o ontrer quelona =1, = -, = -, =—— e = —,
q 0 L=y 275 ™7 Ty T

III. Valeurs de la fonction { aux entiers pairs
Pour tout 7 € N, on définit B,, : R — R I'application 1-périodique telle que
Vtel0,1[, Bu(f)=Bnu(®).

Pour tout entier 72 € N, on désigne par (ai(B,)) ken €t (b (Bp)) ken les coefficients de Fourier de la fonc-
tion 1-périodique B,,. Dans la suite, on considére un entier p € N*.

1. Montrer que By, (—x) = B, (x) pour tout x € [0, 1[. En déduire que la fonction B, est paire.

2. Montrer que ag(B;p) = 0.

3. Montrer que pour tout 7 € N*, on a

2p+2)2p+1)
(2nm)?

an (32p+2) == an (BZp)-

4. En déduire que pour tout n € N*, on a

2(-DPH2p)!

an sz = >
( ) (2”7[) F
5. Dédulre deS questionS pI‘éCédenteS que ].’OH a

(=1)P* by (2m)2P
2@2p)

(2p) =

6. Calculer explicitement les nombres {(2), {(4) et {(6).
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IV. Un équivalent pour les nombres de Bernoulli d’indice pair

Dans cette derniere partie, on détermine un équivalent de la suite (b2p) pen.

1. Justifier que pour tout n € N\ {0, 1} et tout x € ]1, +oo[, on a I'inégalité

1 o f” dr
nx = nel e
2. Déduire de la question précédente que I'on a

1
Vxel]l,+ool, 1<{(x)<1+—1.
x_

3. En utilisant les résultats précédents, en déduire que I'on a I’équivalent

22p)!
. _1\p+1

Fin
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