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Méthode de Héron matricielle

Introduction

Dans tout le problème, on considère un entier n ∈ N∗ et on note In la matrice identité de Mn(R). On
considère la suite de fonctions ( fk )k∈N définie par

f0 :R+ →R et ∀x ∈R+, f0(x) = 1

et la relation de récurrence

∀k ∈N∗, fk :R+ →R et ∀x ∈R+ fk (x) = 1

2

(
fk−1(x)+ x

fk−1(x)

)
.

On admet que la suite ( fk )k∈N est correctement définie par les relations ci-dessus. Dans la suite, on
pourra utiliser sans la démontrer l’inégalité

∀k ∈N, ∀x ∈R+, fk (x) > 0.

L’objectif principal de ce problème est d’étudier la convergence simple de la suite ( fk )k∈N∗ dans un pre-
mier temps, puis ses généralisations à certaines matrices.

I. Approximation de la racine carrée d’un réel positif

Dans cette partie, on étudie la convergence simple de la suite ( fk (x))k∈N∗ .

1. On considère un nombre réel x ∈R+.

a) En calculant
(

fk (x)
)2 −x, montrer que fk (x)⩾

p
x pour tout k ∈N∗.

b) Soit x ∈R+. Montrer que la suite ( fk (x))k∈N∗ est décroissante.

2. Déduire des deux questions précédentes que la suite de fonctions ( fk )k∈N converge simplement
vers la fonction f :R+ →R définie par f (x) =p

x pour tout x ∈R+.

3. On considère un nombre réel x ∈R+.

a) Montrer pour tout k ∈N que

fk+1(x)−p
x = fk (x)−p

x

2

(
1−

p
x

fk (x)

)
.

b) En déduire pour tout k ∈N∗ que

∣∣ fk (x)−p
x

∣∣⩽ 1+x

2k
.
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II. Généralités sur les racines carrées d’une matrice

On dit qu’une matrice A ∈ Mn(R) admet une racine carrée s’il existe B ∈ Mn(R) telle que A = B 2. Dans
ce cas, on dit que B est une racine carrée de A.

1. Soit A ∈Mn(R). Montrer que si A admet une racine carrée, alors det(A)⩾ 0.

2. Étudier la réciproque de la propriété établie dans la question précédente dans le cas où n = 2. On
pourra considérer la matrice

A =
(
0 1
0 0

)
∈M2(R)

et écrire B =
(

a b
c d

)
avec (a,b,c,d) ∈R4.

Dans tout le reste du problème, on considère une matrice symétrique S ∈Mn(R) dont toutes les valeurs
propres sont positives.

3. Justifier que la matrice S est diagonalisable dans Mn(R).

Dans la suite du problème on note λ1, . . . ,λn ∈ R+ les valeurs propres de S comptées avec leur multipli-
cité. On fixe une matrice orthogonale P ∈ GLn(R) telle que S = PDP−1 où

D =

λ1 (0)
. . .

(0) λn

 ∈Mn(R).

On considère également la matrice R = P∆P−1 avec

∆=


√
λ1 (0)

. . .

(0)
√
λn

 .

4. Vérifier que R est une matrice symétrique et une racine carrée de S.
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III. Approximation d’une racine carrée d’une matrice symétrique

On reprend les notations S, P , D , ∆, R et λ1, . . . ,λn ∈R+ de la partie précédente.

On note D+
n l’ensemble des matrices diagonales de Mn(R) dont les coefficients diagonaux sont stricte-

ment positifs. On considère également la partie CP de Mn(R) définie par

CP = {
M ∈Mn(R)

∣∣ P−1MP ∈D+
n

}
.

1. Vérifier que In ∈CP . Montrer que si M ∈CP , alors M est une matrice inversible et on a

1

2

(
M +SM−1) ∈CP .

La question précédente implique que l’on peut définir la suite (Uk )k∈N d’éléments de CP par

U0 = In et ∀k ∈N∗, Uk = 1

2

(
Uk−1 +SU−1

k−1

)
.

On considère également la suite (Vk )k∈N définie par Vk = P−1Uk P pour tout k ∈N.

2. Soit k ∈N∗. Exprimer Vk en fonction de D et Vk−1. En déduire par récurrence sur k ∈N que

Vk =

 fk (λ1) (0)
. . .

(0) fk (λn)

 .

On considère l’application N : Mn(R) →R définie par

∀B ∈Mn(R), N (B) =
√

tr
(
BB⊤)

.

3. Montrer que l’application N est une norme sur Mn(R).

4. Soit k ∈N. Montrer que N (R −Uk ) = N (∆−Vk ).

5. En déduire à l’aide de la question I.3.b que pour tout k ∈N∗, on a l’inégalité

N (R −Uk )⩽
tr(S)+n

2k
.

6. Conclure que la suite (Uk )k∈N converge vers R.

Fin
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