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L’irrationalité du nombreπ

Introduction

L’objectif de ce problème est de démontrer le résultat suivant.

Théorème (Lambert, 1761) : Le nombre π n’est pas un nombre rationnel.

Dans la suite du problème, on raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe un couple (p, q) ∈ (N∗)2

tel que π= p/q . Pour tout n ∈N∗, on considère le polynôme Pn ∈R[X ] défini par

Pn = 1

n!
X n(p −q X )n .

On considère également la suite (In)n∈N∗ définie par

∀n ∈N∗, In =
∫ π

0
Pn(t )sin(t )dt .

I. Propriétés des polynômes Pn

Dans cette partie, on fixe un entier n ∈N∗.

1. Déterminer les racines de Pn et leur multiplicité respective.

2. En déduire que P (m)
n (0) = P (m)

n (π) = 0 pour tout m ∈ J0,n −1K.

3. Montrer que l’on a

Pn = 1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
pn−k (−q)k X n+k .

4. Montrer que pour tout m ∈ Jn,2nK, on a

P (m)
n =

n∑
k=m−n

(
n

k

)(
n +k

m

)
m!

n!
pn−k (−q)k X n+k−m .

5. En déduire que P (m)
n (0) ∈Z et P (m)

n (π) ∈Z pour tout m ∈ Jn,2nK.

II. Propriétés du nombre In

Dans cette partie, on fixe un entier n ∈N∗. L’objectif est de montrer que In est un entier.

1. Montrer que pour tout m ∈N, on a

In =
m∑

k=0
(−1)k (P (k)

n (π)+P (k)
n (0))+ (−1)m

∫ π

0
P (2m+1)

n (t )cos(t )dt .

2. Que vaut le polynôme P (2n+1)
n ?

3. En déduire que In ∈Z.
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III. Convergence de la suite (In)

Dans cette partie, on démontre que la suite (In)n∈N∗ converge vers 0.

1. On fixe un réel α> 0 et on considère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par

∀n ∈N, un = αn

n!
et vn = un+1

un
.

a) Montrer que la suite (vn)n∈N converge vers 0.

On peut donc fixer un entier N ∈N tel que pour tout n ∈N avec n ⩾ N , on a |vn |⩽ 2−1.

b) Montrer que pour tout n ∈N avec n ⩾ N , on a 0⩽ un ⩽ 2N−n ·uN .

c) En déduire que la suite (un)n∈N converge vers 0.

2. Montrer pour tout n ∈N∗ que

0⩽ In ⩽
πn+1(p +qπ)n

n!
.

3. En déduire que la suite (In)n∈N∗ converge vers 0.

IV. Conclusion

1. Déduire des deux parties précédentes qu’il existe N ∈N∗ tel que IN = 0.

2. Conclure que π n’est pas un nombre rationnel.

Fin
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