Jérome Von Buhren http://vonbuhren.free.fr

Lirrationalité du nombre

Introduction
L'objectif de ce probleme est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme (Lambert, 1761) : Le nombre 7 n’est pas un nombre rationnel.

Dans la suite du probléme, on raisonne par 'absurde en supposant qu'il existe un couple (p, g) € (N*)?
tel que m = p/q. Pour tout n € N*, on considere le polyndme P,, € R[X] défini par

1
Pp==X"(p—qX)".
n!
On considére également la suite (1) ,en+ définie par

T
VneN*, In:f P, (1) sin(1) dt.
0

I. Propriétés des polynomes P,

Dans cette partie, on fixe un entier n € N*.
1. Déterminer les racines de P,, et leur multiplicité respective.
2. En déduire que P (0) = P (1) = 0 pour tout m € [0,n—1].
3. Montrer que l'on a
1 2

p, =

" k=0

4. Montrer que pour tout m € [n,2n], on a

n
(m) _ n\[n+k\m i konik-m
Pn _k:%‘_n(k)( m P CPX '

5. En déduire que P{™(0) € Z et P () € Z pour tout m € [n,2n].

II. Propriétés du nombre I,

Dans cette partie, on fixe un entier n € N*. L'objectif est de montrer que I, est un entier.
1. Montrer que pour tout m €N, on a
m /2
Ii= Y DF@P @+ PP ) + (-1)™ f PEM* D (f) cos (1) dt.
k=0 0

2. Que vaut le polynome P2"+1?2

3. En déduire que I, € Z.
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III. Convergence de la suite (I},)

Dans cette partie, on démontre que la suite (I,;) ,en+ converge vers 0.

1. On fixe un réel @ > 0 et on considere les suites (1) sen €t (V) nen définies par

n
a Up+

VneN, u,=— et v,= .
n! Uy

a) Montrer que la suite (v;) ,eny converge vers 0.
On peut donc fixer un entier N € N tel que pour tout n e Navec n > N,on a |v,| < 2-1,
b) Montrer que pour tout neNavecn > N,ona0 < u, < oN-n. uy.
¢) En déduire que la suite (u,) ,eny converge vers 0.
2. Montrer pour tout n € N* que
0<I, < w

3. En déduire que la suite (I,;) ,en+ converge vers 0.

IV. Conclusion

1. Déduire des deux parties précédentes qu’il existe N € N* tel que Iy = 0.

2. Conclure que 7 n’est pas un nombre rationnel.

Fin

2/2


http://vonbuhren.free.fr

