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Calcul des intégrales de Gauss

Introduction

Lobjectif de ce probleme est de démontrer la convergence pour tour réel a > 0 de I'intégrale
+00 5
G, = f e 4 drt
—o0

et de calculer sa valeur. Une intégrale ce cette forme est appelée une intégrale de Gauss.

I. Convergence des intégrales de Gauss

Pour tout a > 0, on considere la fonction f;, : R — R définie par f,: t — e=at’,

1. Montrer que pour tout a > 0, la fonction f, est intégrable sur R.

2. Montrer que pour tout a >0, on al’égalité G, =

el
Nk

II. Lesintégrales de Wallis

Pour tout n € N, on considere l'intégrale définie par

/2
W, = f cos™(0)do.
0

Les intégrales précédentes s’appellent les intégrales de Wallis.
1. Calculer W, et W;.
2. a) Enutilisant une intégration par parties, montrer que (n+ 1) W, ;1 = nW,,_; pour tout n € N*.
b) En déduire que la suite (nW,,W;,_1) ,en+ €st constante de valeur /2.
3. Montrer que la suite (W},) ,en €st positive et décroissante.
4. a) En utilisant les deux questions précédentes, montrer que pour tout n € N*, on a
/1 2 _ T
2n+1) " T 2n

[
b) Conclure que W, ot e
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III. Calcul des intégrales de Gauss

Pour tout n € N*, on considere les intégrales

\/ﬁ t2 n +00 t2 —-n
Ian (1——) dr et ]n:f (1+—) dr.
0 n 0 n

. Montrer que 'intégrale J, est convergente pour tout n € N*.

!\Dl—l

a) Montrer que pour tout x € | — 1, +oo[, on a l'inégalité In(1 + x) < x.

b) En déduire que pour tout n € N*, on a 'inégalité

v,
I, gf e dr<J,.
0

w

. Soit n e N*,
a) Montrer que I,, = /n W, en utilisant le changement de variable ¢ = \/n sin(6).

b) Montrer que J,, = /nW,,_, en utilisant le changement de variable t = \/n tan(6).

4. En déduire la valeur de l'intégrale G, pour tout réel a > 0.

Fin
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