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Equation fonctionnelle

Introduction

Dans ce probleme, on souhaite déterminer les fonctions f : ]0, +co[ — R vérifiant les relations :

xEerf(x):O et Vxe€]0,+oo, f(x+1)+f(x):%. P)

I. Existence et unicité de la solution du probléme (P)

Dans cette partie, on démontre que le probleme (P) admet une unique solution et on détermine une
expression de celle-ci sous la forme d’'une série de fonctions.

A. Existence d’une solution

Pour tout k € N, on définit la fonction ¢ : 10, +oo[ — R par :

(-

Vx€]0,+o0l, (pk(X):(x—l-—k)z

1. Montrer que la série de fonctions Z ¢ converge simplement sur |0, +ool.
k>0

Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ :]0,+o0o[ — R la somme de la série Z Q-

k>0
2. Montrer que pour tout x € ]0, +oo[, ona @(x+1) + (x) = é
3. En utilisant le théoreme spécial des séries alternées, montrer que :
+00
Vxe€l]0,+00[, VneN, k:;lqok(x) < Giniie
4. Montrer que la fonction ¢ est une solution de (P).
B. Unicité de la solution
5. Montrer que si f :]0,4+o0o[ — R est une solution de (P), alors pour tout n € N, on a
n+1 o (-D*
Vx€l0,+oo, f(x)=CD""fx+n+1)+ ,;)m

6. En déduire que la fonction ¢ est 'unique solution de (P).
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II. Etude dela solution du probléme (P)
Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de I'unique solution ¢ :]0, +oo[ — R du probleme (P).

1. a) Soit € > 0. Montrer que la série de fonctions Z ¢k converge uniformément sur [g, +ool.
k=0

b) Montrer que la fonction ¢ est continue sur ]0, +oo[. En utilisant le fait que ¢ est une solution
du probleme (P), en déduire un équivalent simple de ¢ au voisinage de 0*.

2. a) Justifier que la fonction ¢ est dérivable sur ]0, +oo[ et que 'on a

+00 2(_1)k+1

/ —
Vx €10, +ool, (p(x)—];) IR

b) En déduire que la fonction ¢ est décroissante sur |0, +ool.

3. En utilisant le résultat de la question précédente, montrer que

1
Vxell,+oo[, — <2 < :
x €11, +oo] 2 @(x) 12

En déduire un équivalent de ¢ en +oo.

III. Expression intégrale de la solution du probleme (P)

Dans cette partie, on détermine une expression de ¢ sous la forme d'une intégrale. On considere un
élément x € ]0, +ool.

1. Pour tout k € N, montrer que la fonction ¢ — t**¥~1In(#) est intégrable sur ]0,1] et que 'on a

1
£ nn de = - .
fo n() (x+ k)2

s ) t*n _
2. En déduire que la fonction ¢ — BT est intégrable sur ]0, 1] et que

L x=11n(p)
=— —~dt.

Fin
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