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Endomorphisme de multiplication matricielle

Introduction

Dans tout I’exercice, on considére un entier n € N*.

Pour toute matrice A € .#,(C), on note ¢4 : #,,(C) — .#,(C) définie par ¢4 : M — AM. En particulier,
on remarque qu’en notant O, la matrice nulle de .#,,(C) et I, la matrice d’identité de .#,(C), alors ¢q,
est'endomorphisme nul de .#,(C) et ¢, est’endomorphisme identité de .#,(C).

Lobjectif de cet exercice est d’étudier quelques propriétés de I'application ¢ 4.

I. Généralités
Dans cette partie, on démontre quelques propriétés générales de 'application ¢ 4.
1. Montrer pour tout A € .#,,(C) que I'application ¢ 4 est un endomorphisme de ., (C).

2. Montrer pour tout (A, B) € .#,,(C)?> que ¢ 40 g = P 4p.

3. Soit A€ .#,(C). Déduire de la question précédente que ¢ 4 est un isomorphisme si et seulement
si la matrice A est inversible. Indication : si ¢4 est un isomorphisme, on pourra considérer un
antécédent par ¢ 4 de la matrice identité de .}, (C).

II. Ftude d’'un exemple

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2. On considére un nombre a € C et la matrice

11
A= (0 a) E%Z(C).

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le nombre a € C pour que la matrice A soit
diagonalisable.

I : ({1 0y (0 1) (0 0) (0 O
2. Determmerlamatrlcede(pAdanslabase%—((0 0)’(0 O)’(l O)’(O 1)) de .#,(C).

3. Endéduire les valeurs propres de ¢ 4, puis déterminer la dimension de chaque sous-espace propre
de ¢ 4 en fonction de a € C.

S

. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € C pour que ¢ 4 soit diagonalisable.
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III. Réductionde @4

Dans cette partie, on considére une matrice A € .#,(C). Nous allons étudier les propriétés liant les élé-
ments propres de la matrice A et ceux de 'endomorphisme ¢ 4.

1. Montrer pour tout k € N que (,offl =@ k.
2. En déduire pour tout polynome P € C[X] que P(@4) = @p(a)-

3. Soit P € C[X]. Montrer que P est un polyndme annulateur de la matrice A si et seulement si P est
un polynéme annulateur de 'endomorphisme ¢ 4.

4. Déduire de la question précédente que la matrice A est diagonalisable si et seulement si I'endo-
morphisme ¢ 4 est diagonalisable.

5. Onnote y 4 le polyndme caractéristique de A.

a) Montrer que y 4(¢4) est’'endomorphisme nul.
b) Montrer que la matrice A et 'endomorphisme ¢4 ont les mémes valeurs propres.

6. Soit A € C une valeur propre de A. Montrer qu'une matrice M € .#,(C) est dans le sous-espace
propre Ej (g 4) de ¢4 pour la valeur propre A si et seulement si chaque colonne de la matrice M
est dans le sous-espace propre E} (A) de la matrice A pour la valeur propre A.

On déduit directement de la question précédente que pour toute valeur propre A € C de la matrice A,
I'application ¥ qui a toute matrice de .#,(C) associe le n-uplet de ses colonnes

my, o Mip mia mi,n

mn,l mn,n mn,l mn,n

est un isomorphisme du sous-espace propre de E, (¢ 4) sur E3(A)".

7. Dansle cas ou la matrice A est diagonalisable, déduire des résultats de cette partie une expression
du déterminant et de la trace de ¢4 en fonction du déterminant et de la trace de A.

Fin
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