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Quelques cas particuliers du
théoreme de Dirichlet

Introduction

Dans ce probleme, on s’intéresse au résultat suivant.

Théoreme de la progression arithmétique (Dirichlet, 1838) : Si (m, n) e NxN* est un couple d’entiers
tel que m A n = 1, alors il existe une infinité de nombres premiers p € N vérifiant p = m [n].

La démonstration complete de ce résultat dépasse largement les limites du programme. Lobjectif de
ce probleme est de démontrer certains cas particuliers de ce théoreme. Dans la suite du probléme, on
désignera par & I’ensemble des nombres premiers. Si (m, n) € N x N* est un couple d’entiers, on note

Pp(m)={pe X | p=mi(n]}.

Avec ces notations, le théoreme de Dirichlet est équivalent a I'infinité de ’ensemble &7, (m) pour tout
couple (m,n) eNxN* avecmAn=1.

I. Généralités
Dans cette partie, on traite les cas élémentaires du théoréeme de Dirichlet. On fixe un entier n € N*.

1. Justifier que pour montrer I'infinité de I'ensemble &7, (m) pour tout m € N avec m A n = 1, il suffit
de traiterle casou me [0,n—1] avec mAn=1.

2. Justifier que Z(0) est infini.
3. Justifier que £, (1) est infini.

II. Lescas (m,n)€{(2,3),(3,4),(5,6)}

Dans cette partie, on considere le polynéme P(X) =3X —-1€ Z[X].
1. Montrer que si p € & vérifie p # 3, alors p=1[3] ou p =23].
2. On fixe un entier a € N*.
a) Montrer que P(a) est un entier vérifiant P(a) > 2.
b) Montrer qu'il existe un diviseur premier p € & de P(a) tel que p = 2(3].

3. On raisonne pas I'absurde en supposant que I'ensemble non vide £75(2) admet un plus grand
élément que 'on note q € N.

a) Montrer que P(q!) et gq! admettent un diviseur premier commun.
b) En déduire que #3(2) est infini.

4. En adaptant la démonstration précédente, montrer que Z4(3) et x(5) sont infinis.
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III. Lecas (m,n)=(1,4)

Dans cette partie, nous allons démontrer que I’ensemble #2,(1) est infini. On commence par établir un
résultat intermédiaire que nous utiliserons ensuite.

1. Soit p € & avec p > 2. On suppose qu'il existe x € Z tel que x> = —1 [p].
a) Montrer que (—l)pT_1 =1[pl.
b) En déduire que p =1 [4].

2. Onintroduit le polynome Q(X) = X2 +1.

a) Montrer que si a € N* et si p € & est un diviseur de Q(a), alors p=2ou p=1[4].
b) En utilisant un raisonnement analogue a I1.3, en déduire que #4(1) est infini.

IV. Casou 7 est premier et m =1

Dans cette partie, on suppose que n est un nombre premier. Nous allons montrer que #7,(1) est infini.
On considere le polynéme

D, (X) = nzlxk € Z[X].
k=0
1. Montrer que (X —1)-®,(X)=X"-1.
2. Soit a e N*. Soit p € & un facteur premier de I’entier ®,(a) > 2.
a) Montrer que a” =1 [p].
Dans la suite, on note m € N* le plus petit entier naturel non nul tel que a” = 1[p].

b) Soit k € N tel que ak =11 pl. En utilisant la division euclidienne de k par m, montrer que
I'entier m divise k.

¢) Endéduireque m=1oum=n.

d) Montrer que si m = n, alors p =1[n].

e) Montrer que si m = 1, alors p divise n.

3. On raisonne pas I’absurde en supposant que #,(1) est fini. On note g € N le plus grand élément
de I'ensemble #,(1) U {0}. En considérant I'entier ®,(n- g!), en déduire que &, (1) est infini.

Fin
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