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Introduction

En mathématiques, la notion de série permet notamment de définir des
nombres et des fonctions en utilisant une somme infinie. Nous étudierons
par exemple les séries entiéres dans un chapitre ultérieur. Elles sont aussi
nécessaires pour donner un cadre formel aux séries de Fourier qui sont
importantes en physique et en science de 'ingénieur : elles permettent de
décomposer un signal périodique en une superposition de signaux
sinusoidaux.

Dans ce chapitre, nous commencerons par faire quelques rappels de
premiére année sur les séries numériques. Ensuite, nous introduirons de
nouveaux outils pour étudier les séries numériques.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.
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I - Généralités sur les séries A - Convergence d’une série numérique

Dans cette partie, on considére une suite (u,,) € K.

Définition (Série numérique)

La série de terme général u,, notée Z Uy, est la suite (S,,) € KN définie par

n
VnelN, §,= Zuk=u0+~~~+un.
k=0

La suite (S;) est appelée la suite des sommes partielles de la série Z Up.

Définition (Série convergente et divergente)

On dit que la série Z Uy est convergente si sa suite des sommes
partielles (S;) est convergente. Dans le cas contraire, on dit que la série est
divergente.
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I - Généralités sur les séries A - Convergence d’une série numérique

Définition (Somme et reste d’'une série)

Si Z Uy est une série convergente, alors
+00

(i) On appelle somme de la série sa limite S et on note S= Z Up.
n=0
+00

(ii) Le reste d’ordre n € N de la série estle nombre R, = S-S, = Z U
k=n+1

a) Silasuite (1) n'est que définie a partir de 'indice pe N, on note Z Un

n=p
la série de terme général u,. oo
b) Silasérie )  u, est convergente, sa somme est notée _ uy.
n=p n=p

c) Laconvergence d'une série ne dépend pas de ses premiers termes.
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I - Généralités sur les séries A - Convergence d’une série numérique

Exemples 1

a) Lasérie Z n est divergente, car pour tout 7€ N*, on a
n=0

L n(n+1)
Si= L k=T
k=0

n—+oo

+00

1 1
b) La série ( ) est convergente et (— — —) =1,
nX>:1 \/_ vn+1 ,12::1 vn o Vn+1

car pour tout n€ N*, on a

5= 3 ()1
"TEWVE Ve T Vard e
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I - Généralités sur les séries A - Convergence d’une série numérique

c¢) Lasérie ) In (1 +

1
—) est divergente car pour tout n € N*, on a
n=1 n

n n
Z (1+ ): Y. (In(k+1)~In(b) = In(+ 1) - In(1) -
k=1 k=1
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I - Généralités sur les séries A - Convergence d’une série numérique

Proposition 1

Sila série ) _ uj, converge, alors la suite («,) converge vers 0.

Définition (Divergence grossiere)

Si la suite (u,,) ne converge pas vers 0, on dit que la série Z u, diverge
grossierement.

Exemple 2

La série Z (-1)" diverge grossiérement.
n=0

La réciproque est fausse! La suite (1) définie dans 'exemple 1c) converge
vers 0, mais nous avons montré que ) _ uj est divergente.
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I - Généralités sur les séries A - Convergence d’'une série numérique

Proposition (Linéarité de la somme)

Soient (A, u) € K? et (v,) € KN une suite. Si les séries )_ uy, et )_ v, sont
convergentes, alors la série Z(/l Uy + [vy) est convergente et on a la relation

+oo +o0o +o00o
Z()Lu,ﬁuvn)zﬂl(z un)+u(z vn).

n=0 n=0 n=0
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I - Généralités sur les séries B - Séries télescopiques

Définition (Série télescopique)

On appelle série télescopique toute série de la forme Z(un+1 — Up).

oy 0 2z .

Proposition (Convergence d’une série télescopique)

La série télescopique Z(unﬂ — uy) converge si et seulement si la suite (u,)
converge. Dans ce cas, on a pour tout ny € N 1'égalité

+00
Unel— Up) = lim u,— u,,.
Z( n+1 n) oo oy

n=ny
Exemple 3
1 . I 1
Comme lim — =0,lasérie Z — — —— | est convergente et on a
n—+oo n =1 n+1

f(l—i)ﬂ—o:l.

=i\n n+l
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I - Généralités sur les séries C - Séries géométriques

On rappelle que pour tout g € C et pour tout (19, n) € N> avec 1= ng, on a
—ny+1
noﬂ
l-qg
n—ny+1 si g=1.

q si g#1

Y 4=

k=nqy

Définition (Série géométrique)

Pour tout g € C, la série Z q" s’appelle la série géométrique de raison g.
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I - Généralités sur les séries C - Séries géométriques

Proposition (Convergence d’une série géométrique)

Soit g € C. La série géométrique Z q" converge si et seulement si on a
I'inégalité |g| < 1. Dans ce cas, on a pour tout ngy € N I'égalité

+00 qn()
n_

Exemple 4

1 n +00 1 n
Le série ) (—) est convergente et sa somme est »_ (—) =72,
n=0 n=0 2
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II - Séries a termes de signe constant A - Regles de comparaisons

Soit (u,) € RN une suite positive. La série Z u, est convergente si et
seulement si sa suite des sommes partielles est majorée.
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II - Séries a termes de signe constant A - Regles de comparaisons

Si (u,) € KN et (v,) € KN sont deux suites, on rappelle que 'on dit que la
suite (u,) est dominée par la suite (v,), ce que 'on note u;, = O(vy), si

JKeR, VnelN, |u,l<Klv,l.

Si la suite (v,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang, la définition
ci-dessus est équivalente a dire que le quotient (u,,/v,,) est une suite bornée.
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II - Séries a termes de signe constant A - Reégles de comparaisons

Théoréme de comparaison

Soient (u,,) € RN et (v,) € RN deux suites positives.

(i) SiO < u,<uv,pour tout neN, alors la convergence de Z v, implique
celle de Y up,.

(ii) Siuy,= O(vy), alors la convergence de Z v, implique celle de Z Up.

(iii) Si uy, U alors la convergence de Z v, équivaut a celle de Z Un.

Remarques 2

a) Sous I'’hypotheése du (i), on a en plus I'inégalité Z Uy < Z Up.
n=0

b) Sous I'hypothése du (i) ou du (ii), on a par contraposmon que la
divergence de )_ u,, implique celle de )_ v,

c) Lassertion (i) reste valable si I'inégalité 0 < u, < v, n'est que vérifiée a
partir d'un certain rang.

d) Lassertion (ii) reste valable si on remplace u, = O(v,) par u, = o(vy).
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II - Séries a termes de signe constant A - Reégles de comparaisons

a) On souhaite étudier la convergence de la série )_ e“**"~". On
n=0
remarque que I'on a I'inégalité

VneN, 0<e®®gel—g.e™"
et que Z e~ " est une série géométrique convergente, donc la

série ) e“"~" converge par comparaison.
n=0

.
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II - Séries a termes de signe constant A - Regles de comparaisons

n(n
b) On souhaite étudier la convergence de la série Z ( ) . Par
n=1
croissance comparée, on remarque que
, (In(n) In(n) In(n) 1
n = 0 < =o|l—].
nd n n—+oo nd n?

1 . .
Comme )_ — estune série de Riemann convergente, on conclut
n

In(n) . . ..
e Z 3 converge par comparaison de Séries a termes pOSltlfS.
n=1 n
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II - Séries a termes de signe constant A - Reégles de comparaisons

Exemples 5

¢) Onsouhaite étudier la convergence de la série ) sin(27"). On
remarque que I'on a I’équivalent

sin(27") ~ 27">0

+00

et que Z 27" est une série géométrique convergente, donc la
série )_sin (27") converge par comparaison.

.
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Dans cette partie, on considere une fonction f': [a, +co[ — R continue et
monotone ol a € R. Nous allons voir une méthode permettant d’obtenir
des encadrements de sommes dont le terme général est de la forme f(r).

Pour commencer, on détermine un encadrement du terme général de la
somme en distinguant deux cas selon les variations de la fonction f.
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Cas d’'une fonction croissante Cas d’'une fonction décroissante
y y
Cr
flk)1--
f
— X
k-1 k k+1 k-1 k k+1
Dans ce cas, on en déduit que pour Dans ce cas, on en déduit que pour
tout k€ N* vérifiant k= a+1,on a tout k€ N* vérifiant k= a+1,on a
I'inégalité I'inégalité
k k+1 k+1 k
f fde< f(k) < fnde. fde< f(k) sf f(yde.
k-1 k k k-1
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Il suffit ensuite d’additionner I'inégalité précédente pour les valeurs
adéquates de I'indice k pour obtenir un encadrement de la somme étudiée.

La méthode de comparaison série-intégrale permet d’étudier la
convergence de certaines séries numériques.

Exemple 6

|

On souhaite déterminer la nature de la série Z ——— Pour ce faire, nous
o he+1
allons encadrer sa suite des sommes partielles (S;) zen qui est définie par

n
1
VneN*, §,= E .
=Y R
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Exemple 6

est continue et décroissante sur [0, +oo[, donc on a

Lafonction f: t—
f 2+1

—— fk“ e _ 1 <fk dr
e 241 R+l a2+

Pour tout n € N, on obtient en sommant ces inégalités pour k€ [1, n] que

fﬂ+1 dt n 1 fn dt
<) < .
1 P+l S kP+1 o £2+1

I'encadrement
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Exemple 6

N

En calculant ces intégrales, on aboutit pour tout ne N* a I'inégalité

T
Arctan(n+1) — 1 < S, — 1 < Arctan(n)

T
2= Arctan(n+1) — i +1<§, <Arctan(n) + 1.

. . T 1 .
Comme la fonction Arctan est majorée par > on en déduit que la suite des

7T 1
sommes partielles (S;) zen €St majorée par le réel — + 1. Comme Z o
2 o he+1

est une série a termes positifs, on conclut qu’elle converge.
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

. . . . 1 .
On souhaite déterminer la nature de la série Z ——. Pour ce faire, nous
n=1 VI
allons encadrer sa suite des sommes partielles (Sy) zen+ qui est définie par

n
1
VYneN*, S,=) —.
" =1 Vk

1
La fonction f: t— — est continue et décroissante sur [1, +oo[, donc on a
t

I'encadrement

k+1 g 1 k- qdr
VkeN\{0,1}, < f
k

iSRS ha v
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Pour tout n€ N\ {0, 1}, on obtient en sommant ces inégalités pour k € [2, 1]

que
n+1 dt- n 1 n dt

—<) —<| —.
2 \/; k=2 \/% 1 \/;
En calculant ces intégrales, on aboutit pour tout z € N\ {0, 1} a I'inégalité

2Vn+1-2v2<S,-1<2vn-2 o 2Vn+1-2v2+1<S,<2vVn-1.

. . . . . 1
On en en déduit par minoration que lim S, = +oo, donc la série Y —
n—+oo n
n=0

diverge.
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Définition (Série de Riemann)

. . - 1
On appelle série de Riemann toute série de la forme Z — pouraeR.
n=11

En appliquant la méthode de comparaison série-intégrale, on en déduit le
résultat suivant.

Théoréme (Convergence d’'une série de Riemann)

. - . 1 . .
Soit a € R. La série de Riemann Z — converge si et seulement si a > 1.
n=1
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

La méthode de comparaison série-intégrale permet aussi d’obtenir des
équivalents de certaines sommes.

Exemple 8

En reprenant I'exemple précédent, on a pour tout nee N\ {0, 1}

I'encadrement
2\/n+1—2\/§+1< Sy, <2\/ﬁ—1
21 T2vn 2vn

Comme on a les égalités

2Vn+1-2v2+1 . 2vn-1 )
= IlIm —=1,
2vn n—+oo  2./n

on conclut par le théoreme d’encadrement que

lim

n—+oo

s
8o /m =L SV
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Exemple 9

On souhaite déterminer un équivalent de la suite (R;) ;e définie par

Jf 1
VneN, R,= —.
k=n+1 i

. 1 : Rrrrn )
La fonction f: ¢t — 3 est continue et décroissante, donc on a '’encadrement

VkeN\ (0,1} fk+ldt< 1 <fk dr
y y g ts\ks\ k_ltg.
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II - Séries a termes de signe constant B - Méthode - Comparaison série-intégrale

Exemple 9

Pour tout (n, N) € N? vérifiant 1 < n < N, on obtient en sommant ces
inégalités pour k€ [n+1, N] que

N+1 dt N 1 N dr
— s —
fn+1 t3 K3 j;z 3

k=n+1
1 1 Z 1 1
2(n+ 1)2 2(N + 1)2 2n2 2N2

k—n+1

En passant a la limite lorsque N — +oo, on obtient pour tout 7€ N* que

I __pel o ™ _52R <
—\ \_ —\ n ~ .
2n+ 12 T op2 (n+1)2 "

En appliquant le théoreme d’encadrement, on conclut que 'on a

R, ~ —.
" too 212

PT* - Chapitre 1 - Séries numériques 28/46



III - Séries alternées

On dit qu'une série Z ay, est alternée si a, = (—1)"|a,| pour tout n€ N ou
si a, = (=1)""1|a,| pour tout ne N.

Théoreme des séries alternées

Soit (u4;) nen Une suite de nombres réels.

() Si (un)nen est décroissante et converge vers 0, alors la série Z(— )" up
converge.

(ii) Dans ce cas, si on note (Sy) zen la suite des sommes partielles de la

série ) (—1)"up, ona
n=0

+00
VneN, Spii< Y (~DFup< S
k=0

.
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III - Séries alternées

Sous les hypothéses du théoreme, on déduit de (ii) la majoration suivante
du reste de la série.

+00
vreN, | (~DFu|<up
k=n

Exemple 10

n

.. (-
La série Z
n=0 n+

est convergente d’apres le théoreme des séries alternées.
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III - Séries alternées

On peut représenter la suite des sommes partielles de la série précédente.

0,9 A * Spntl

0,7 Lo il %0 et e eie e Z
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IV - Séries absolument convergentes A - Convergence absolue

Dans cette partie, on consideére une suite (u,,) € KN,

Définition (Convergence absolue)

On dit que la série Z Uy, converge absolument si la série Z |uy,| converge.

Théoreme 1

Si une série numérique converge absolument, alors elle converge.
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IV - Séries absolument convergentes A - Convergence absolue

e 1. v L. . -n

On souhaite étudier la convergence de la série sin(n)e”". On remarque
n=0

que I'on al'inégalité

—-n

VneN, 0< |sin(n)e_"| <e

et que Z e " est une série géométrique convergente, donc la

série Z sin(n)e”" converge absolument par comparaison, donc elle

n=0
converge.

La réciproque du théoreme précédent est fausse. Par exemple, la
- (-1n"
série )
=0 n+1
ne converge pas absolument.

converge d’apres le théoréme des séries alternées, mais elle

PT* - Chapitre 1 - Séries numériques 33/46



IV - Séries absolument convergentes A - Convergence absolue

Proposition 2 (Inégalité triangulaire)

Sila série ) _ u, converge absolument, alors on a I'inégalité
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IV - Séries absolument convergentes B - Régle de d’Alembert

Proposition (Regle de d’Alembert)

Soit Z U, une série complexe a termes non nuls telle que

[Upt1l
L /€eR,U{+oo}.
|un| n—+oo

(i) Si¢ <1, alors la série Z u, converge absolument.

(ii) Si¢ > 1, alors la série Z u, diverge grossierement.

(iii) Si# =1, on ne peut pas conclure.
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IV - Séries absolument convergentes B - Regle de d’Alembert

a) On souhaite étudier la convergence de la série Z U, ol u, = ne "

Pour tout ne N*, on a u,, #0 et

lups1l _ (n+ 12D (n+1)%e! I
= e <1,

lunl n2e=n n? n—+00

donc la série ) u, est convergente par la régle de d’Alembert.

b) Laregle de d’Alembert ne permet pas de déterminer la nature des
séries ) _ 1 ety L
n n?’
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IV - Séries absolument convergentes C - Produit de Cauchy

Dans cette partie, on considere deux suites (i) € KN et (vy) € KN,

Définition (Produit de Cauchy)

Le produit de Cauchy des séries numériques Z Uy et Z vy, est la série de
terme général w,, défini par

n
VYReN, wp=) Uplni.
k=0 )

Théoréme (Convergence du produit de Cauchy)

Si les séries Z uy et Z v, convergent absolument, alors leur produit de
Cauchy Z wy, converge absolument et on a

L= (5 (%)

n=0 n=0
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IV - Séries absolument convergentes C - Produit de Cauchy

DEMONSTRATION (NON EXIGIBLE)

On introduit (Up), (V4,) et (W,,) les suites des sommes partielles associées
respectivement aux séries de terme général u;,, v, et w,. On considére
également les ensembles

vneN, C,=[0,n]*,  T,={G)eN?|i+j<n}.
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IV - Séries absolument convergentes C - Produit de Cauchy

DEMONSTRATION (NON EXIGIBLE)

Cas des séries a termes positifs : On suppose que (u,) et (v,) sont deux
suites de réels positifs. Dans ce cas, en remarquant que I'on a les
inclusions T, c C,, c T», pour tout n € N, on en déduit que

Z Uil < Z Uilj < Z Uivj 2= W,< U,V, < Ws,.
(GDET, (.)€Cy (6)€T2n

Par hypothése, les suites (U,) et (V};) sont croissantes et convergent
respectivement vers U € R et V € R. Ainsi, on déduit de I'inégalité
précédente que la suite croissante (W},) est majorée par UV, donc elle
converge vers un nombre W € R. En passant a la limite dans I'inégalité
précédente, on conclut que W= UV.
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IV - Séries absolument convergentes C - Produit de Cauchy

DEMONSTRATION (NON EXIGIBLE)

Cas général : On remarque qu’en utilisant I'inégalité triangulaire, on a

|Up Vi — Wyl = Z Uivj| < Z |uivj|
(L,NEC\T, (L,NEC,\T,
n n n k
= Y wl || X vl = 2 X luil lvie—il |
i=0 ji=0 k=0 \i=0

D’apres le cas précédent, le membre de droite de I'inégalité ci-dessus
converge vers 0, ce qui permet de conclure avec le théoreme
d’encadrement.
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IV - Séries absolument convergentes C - Produit de Cauchy

Exemple 13

N - n+1
On souhaite étudier la série Z on On remarque pour tout 7 € N que
n=0

o1
= :Z—k

1
On en déduit que Z wy, est le produit de Cauchy de Z o avec elle-méme.

Cette derniere série convergeant absolument, donc on en déduit avec le
théoréme précédent que Z wy, converge et que 'on a

Lo=(E7) S5~ () -

n=0 n=0 n=0
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V - Permutation des termes d’une série... (x)

Dans cette partie qui n’est pas au programme, nous évoquons rapidement
le probléme de la permutation des termes dans une série numérique. Le
résultat principal de cette partie motivera la définition de I'espérance d'une
variable aléatoire que nous adopterons dans un chapitre ultérieur.

Lorsque I'on considére une somme finie d’éléments xj, ..., x, € K, 'ordre de
sommation n’a aucune importance sur le résultat. Plus précisément, pour
toute bijection o : [1, n] — [1, n]}, on al’égalité

n n
Z Xo(k) = Z Xk
k=1 k=1
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V - Permutation des termes d’une série... (x)

Malheureusement, cette propriété ne s’étend pas a la somme d’'une série
numérique en général. Par exemple, nous démontrerons que 1'on a I’égalité

ln(2)—§o(_l)n—l 1+1 1+ + ! 1 +
&=+l 2 3 4 2k—1 2k+2

Si on s’autorise a effectuer une permutation des termes de la somme
ci-dessus, on obtient

(1_1_1) (l_l_l) +(L_L_L)
271)7 376 8 2k—1 ak-2 4k

Al

= (1 ! 1 + ! 1+ )—11(2)
2 3717 2k-1 2k T e

Bien que les termes additionnés soient les mémes, nous avons obtenus
deux résultats différents.
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V - Permutation des termes d’une série... (x)

Théoréme 2 (%)

Soit (uy) € KN. Si ) up est une série absolument convergente, alors pour
toute application bijective o : N — N, la série ) _ () converge absolument

+00 +00
etona Y Ugm =Y. Un.
n=0 n=0

DEMONSTRATION

ADMISE

Remarque 4

La série de 'exemple précédent ne converge pas absolument, donc le
théoreme ci-dessus ne s’applique pas.
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V - Permutation des termes d’une série... (x)

On dispose méme du résultat surprenant ci-dessous.

Théoréme de réarrangement de Riemann (*)

Soit Z u, une série convergente de nombres réels ne convergeant pas
absolument. Pour tout x € R, il existe une bijection o : N — N telle Z Ug(n)
+00
converge et x= Y Ug(n)-
n=0

DEMONSTRATION

ADMISE
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VI - Méthode - Etudier la convergence d’une série

Le graphe ci-dessous résume la démarche a suivre pour étudier la
convergence d'une série Z U, ot (1) € KN.

( Divergence grossiére? ]

Regles de
comparaison
Non
y »-| équivalent
' Série alternée? ' ;
Non
Non Y
\ s
Y Oui l inégalité l
( Série a termes positifs? )
Non
Nomt pde de —
ude de la
domination
convergence absolue

Non

—>| Reégle de d’Alembert l

Non

Comparaison
série/intégrale

Si Z u, n'est pas une série alternée, qu’elle n’est pas a termes positifs et que
I'on a démontré qu’elle ne converge pas absolument, on sort du cadre du

programme dans le cas général.
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