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m Séries numériques

m Révisions - Suites numériques

Exercice 1: Etudier la convergences des suites de terme général suivant.

|
lnle‘), (i) tn =

(iv) up=Vn?,

cos(n) + 3sin(n?) 3 e

,  (@iD) up= L

(1) up= In(n)

i) up,=vn+1-+vn.

(V) u, = e“/ﬁln(l +n+e),

Exercice 2: Soit p € R}. On considere la suite () ,en+ définie par

& 1

Up= )

ol +kP

VYneN*,

1. Montrer que si p > 1, alors la suite (u,) ,en+ cOnverge vers 0.
2. Montrer que si p < 1, alors la suite (1) ,en+ diverge vers +oco.
3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) Montrer que la suite (1) ,en+ €St croissante et qu’elle est convergente.

(b) Déterminer la limite de la suite () en> -

Exercice 3: On considere les suites (1) nen €t (V5) nen définies par
vneN, u,= sin((3 + \/3)”71) et v, = sin((S - \/5)"71) )

1. Montrer que la suite (v,) ,en cOnverge.
2. Montrer que (3 +v/5)" + (3 — v/5)" est un entier pair pour tout n € N.
3. En déduire la nature de la suite () en-

Exercice 4: On considere la suite (u;) ,eny définie par

up=2 et VvneN, up=1+In(uy,).

1. Montrer que la suite (u,) ,en est bien définie et que u, > 1 pour tout n € N.
2. Etudier les variations de la suite (u,,) yen-

3. En déduire que la suite (1) ,en €St convergente et préciser sa limite.

Exercice 5: Soit (1) ,en 1a suite définie par ug =0 et

3u,+2

VneN, .
Uu,+4

Up+1 =

1. Montrer que la suite (¢,) ,en €St bien définie et que u,, > 0 pour tout n € N.

2. On considere la suite (v;,) en définie par

u,—1
Up+2°

VneN, v,=

Montrer que la suite (v;) ,en €5t une suite géomeétrique.

3. Etudierla convergence de la suite (i) neN-

Exercice 6 : Déterminer la limite des suites de terme général suivant.

1\" vn+1 ln(n+1)—ln(n)
h 1e=] -1
(1) ( +n (i) \/_n(\/ﬁ—l) (ii])) ——————— \/F n

Exercice 7: On considere les suites () nen+ €t (V5) nen+ définies par

n
vneN*, u,=S,-2vn et v,=S,-2Vn+1 avec S,= Z—

QI

1. Montrer que les suites (i) nen* €t (V) nen+ sSont adjacentes.

2. En déduire un équivalent de la suite (S;) ;e
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Exercice 8 : Etudier la convergence des suites (Py) sen+ €t (Qp)nen définies par

(1+i) et Q,=P (1+l
Kk? noon n

n
vneN*, P,=]]
k=1

Exercice 9 : Déterminer un développement asymptotique 2 la précision n~! de
la suite (u,,) ,en définie par

dx
1+xn

1
VneN, un=f
0

Exercice 10: On considere la suite (1) ,en définie par ug =0 et

e Un

VnelN,

Up+1 = .
n+1

1. Montrer que la suite (1) zen converge vers 0.
2. Montrer que 'on a le développement asymptotique

11 1
un————+2—n?,+0 ﬁ .

Exercice 11 : Déterminer une expression explicite des suites (i) nen SUivantes.

(1) up=1, uy=-1 et 2uy42 =3up+) — U, pourtoutneN,
(ii) up=1, uy =0 et uy+2 =4up+1 —4u, pourtoutneN,
(iii) up=>5, u3 =6 et uptp =6uUy41 —9u, pourtout neNN,
(iv) up=5, uy=1 et uysp =-9u, pourtout neN,

(V) up=0, ur=1 et uyt2 =uUy4+1 +u, pourtout neN,
(vi) up=1, uy =2 et up+2 = Uy+1 — U, pour tout n€N.

Exercice 12: Soit 0 € ]0, 7[. Déterminer une expression explicite de (1) neny défi-
nie par les conditions initiales uy = u; =1 et la relation

VneN, upio=2cos@uys1— up.

NIl Séries numériques

Exercice 13 : Etudier la convergence des séries suivantes, puis en cas de conver-
gence, calculer leur somme.
) ,

1
@ 3 i) Yy ln(

= nn+ D’

n+l
n

n>1
1 2 1 1
(ii1) -—+ , (iv) ln(l——).
,;zx/n—l vn o Vn+1 n;z n?
+00
Exercice 14 : On admet que e = Z — - Monter la convergence des sommes sui-
n=0 1

vantes et calculer leur somme.

] to0 4 +00 1,3
@ 3 —
n=0 M-

i Y —.
n=0 1

+00 7’12—2

(i) ).
n=0

n!

Exercice 15 : Etudier la convergence des séries de terme général suivant.

) 2n-1 i) sin(n) Gil) nsi (l)
i T ii o iii) nsin ok
n? 7
Lo _ n N VT
(iv) o’ () 1 cos(n), (vi) e ,
. n _nz P . 7‘[ . 2 . ﬂ:
(vii) n"e ", (viii) ncos(n)sm(m), (ix) n sm(z—n),
cos(n) . 1\" ... In(n)
(x) , (x1) e—(1+—) , (xii) ——,
nd—-n n n2
(i) In?(n) iy 242n x0)
Xiii o Xiv o Xv —ln(n)ln(”) .

Exercice 16 : Etudier la convergence de la série de terme général défini par

T/n gin(t)

1+¢

VneN*, un:f
0
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Exercice 17 : Soit a € R. Etudier la convergence des séries

an
i —_—,
@) Z1+L12"

Exercice 18: Soit (a, b) € R%. On consideére la suite (u,,) ,en+ définie par
vneN*, u,=Inn)+aln(n+1)+biln(n+2).

1. Pour quelle valeur de (a, b) € R?, la série Z u, converge-t-elle?

2. Dans ce cas, calculer la somme Z Uy.

Exercice 19 : Pour quelles valeurs de a € R, la série de terme général u, défini
ci-dessous converge-t-elle?

VneN, u,=vVnd+an—-vn?+3.

Exercice 20 : On considere la suite (u,,) ,en définie par

/4
vrneN, un:f tan” (#) dt.
0

1. Montrer que la suite (u,) zen €St décroissante.
2. Calculer uy, + uy+2 pour tout n € N.

3. Ftudier la convergence de la suite (1) ,en et de la série Z Un.

Exercice 21 : Soient Zun et Z v, deux séries a termes strictement positifs
convergentes. Montrer que les séries suivantes sont convergentes.
(1) Y max(up,vy), (i) Y Vupvn, (Qii) ) ——

UnVUn
n+Vn

Exercice 22 : Soit (u;) une suite de réels positifs. On note
Upn

VnelN, .
1+u,

Up =

Montrer que ) _ u, est convergente si et seulement si ) v, est convergente.

111 J Il Comparaison série-intégrale

Exercice23: Soit a € R\{1}. En utilisant une comparaison série - intégrale, étudier
la convergence des séries suivantes.

1 .. 1
In(n)’ (1) ann“(n)'

i) ).

nin(n) ln(ln(n))

Exercice 24 : En utilisant une comparaison série - intégrale, déterminer un équi-
valent des suites suivantes.

n 1 n n
ZE (i) Y In(k), (i) Z k2’ (iv) Y —=,
k=1 k=1 k=n+1 k=1
+00 n n ln(k) 2n

(v) —— i) Y In*k), (viD) —= (iii) Vk.
kel KV kzz:l kz::1 k k:zn:ﬂ

Exercice 25 : Pour a € R, on note

+00 a
S(a) = _
@ n;l”ZJFaZ

1. Montrer que la série définissant S(a) est convergente.
2. Pour tout a > 0, encadrer S(a) avec une comparaison série-intégrale.

3. En déduire la limite de S(a) lorsque a — +oo.

Exercice 26 : Soient la fonction f : R} — R et la suite (1) sen+ définies par

sin(ln(x))

VxeRy,

n
flx)= et VneN¥, unzf f(ode— f(n).
n-1

1. Montrer que la série de terme général u, converge.
2. Montrer que la suite (cos(In(n))) ,en+ diverge.

3. En déduire que )_ f(n) est divergente.
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| s CIAYA Séries alternées

Exercice 27 : Etudier la convergence des séries suivantes.

. -D" g (=D" =D
) Z—ln(n)’ (i) Zln(1+2n+1), (iii) Zln(1+ 7 ),
: D" ST L (D"

(iv) Zm, () Zsm(n n2+1), (i) ). T

Exercice 28 : Pour quelles (a, b) € R?, la série de terme général 1, défini par
vneN, u, :cos(n\/ n2+an+b)

est-elle convergente?
Exercice 29 : On consideére la suite (u,),en définie par
1
vneN, u,= f t"sin(rt) dt.
0

1. Montrer que la série Z(— 1)"u,, est convergente.

2. Montrer que I'on a I’égalité

+00 1 i t
Z(—l)”un:f S 4.
=0 o 1+t

Exercice 30: On considére la suite (R;) ;e définie par

+00 (—l)k
vneN, Ry= ) —5
k=n+1 k

1. Montrer que la série Z R;, est convergente.
+00

2. Calculer la somme Z R,.
n=0

Produit de Cauchy

Exercice 31 : En utilisant un produit de Cauchy;, justifier la convergence et calcu-
ler la somme de la série
n+1

n=0

Exercice 32 : Soit (1) ,en Une suite numérique telle que Z u, converge absolu-
ment. On considere la suite (v;,) ,eny définie par

1 n
_ k
VneN, un_z—nZz Up.
k=0
Montrer que Z vy, converge et exprimer sa somme en fonction de celle de Z Up.

+o0 N

z
Exercice 33 : On considére la fonction f: C — C définie par f: z— Z PR
n=0 "%

1. Montrer que la fonction f est définie sur C.
2. Montrer que f(z+w) = f(z) f(w) pour tout (z,w) € C2.

Pour aller plus loin

Exercice 34 - Développement asymptotique de la série harmonique : On consi-
dere les suites (Hy) nen (Un) nen* €t (V) nen+ définies par

* L ]'
YneN*, H,=) —

) Un :H}’l_ln(n);
k=1 k

Vp=Hp—In(n+1).

1. Montrer que les suites () nen €t (V) nen+ SONt adjacentes.

2. En déduire qu’il existe une constante y € R telle que H, =In(n) +y + o(1).

3. Justifier que la série )

est convergente et calculer sa somme.
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