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m Séries entieres Propriétés de la somme d’une série entiére

Exercice 5: On considere la fonction

sin(x) .
si x#0
f{R—=R, x— X
1 si x=0.
. Montrer que la fonction f est de classe € sur R.
%11 (M Rayon de convergence
. . o e¥-1
Exercice 1: Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes. Exercice 6: Montrer que la fonction f: R* — R définie par x — se prolonge
2 B : 00
n In(n a R en une fonction de classe €.
GIDWETES (i) Y e ™z", (iii) Y (—1)”%%",
n=0 n=0 n>1
nh on Exercice 7: Montrer que la fonction f : R — R définie par
(v) 3 —2", ) Y =D"nlz", (i) Z( )z4",
n>0 1 n>0 n>0\ 1t vreR, Fu ch(vx) si x>0
n+i 1+1)"23" xeR,  flx)= :
(vii) Z i z2n, (viii) Z %, (ix) Z an_ cos(v/—x) si x<0.
ns02+in 1 N2 n>0
est de classe € sur R.
Exercice 2 : Soit (py)sen Une suite bornée de nombres complexes. Montrer que
le rayon de convergence R de la série entiere ) p,z" vérifie R > 1. Exercice 8 : Montrer que la fonction f:]— 7, 7[ — R définie par f(0) =0 et
n=0
* e —_——
Exercice 3 : On souhaite déterminer le rayon de convergence de la série entiere VXeR', fl)= sin(x) x
S= D,
nX>:1 n . est de classe €*° sur | — 7, 7[.

1. Laregle de d’Alembert permet-elle d’obtenir le rayon de convergence de S?

< a. . R T Af
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere S. Exercice 9: Montrer que la fonction f:R" — R définie par

2x
N cos(t)
Exercice 4: Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes. VxeR", flx)= f " dr.
X
i (\/"n+ —\”/n)x", ii cos(n\/n2+n+1)x". . .
@) ,;1 (#2) ,;0 se prolonge a R en une fonction de classe €.
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| i IIM Calcul de sommes de séries entiéres

Exercice 10 : Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes,
puis exprimer leur somme avec des fonctions usuelles.

n+2 -1+l
Ler, b Y x", (ii) Z%xz’?,
n=0 n>0 1 s 2'n!
@ Y D" (i) Y ch(n)x™.
n>0 n=0 n=0

Exercice 11 : Soit f la fonction d’'une variable réelle définie par

+00 n 1
fix— ) Hpx" avec H,=) —.
n=1 k=1 k
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
2. Calculer (1 —x)f(x) pour tout x €] — R, R[.
3. En déduire une expression de f(x) pour tout x€]— R, R[.

Exercice 12: Soient 8 e R et f la fonction d'une variable réelle définie par

1. Montrer que f est définie sur R.

2. Déterminer une expression de f(x) pour x € R.

Exercice 13: On considére la suite (F};) 5eny définie par
Fyp=0, Fi=1 et VnelN, F,o=F,1+F,.
Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres suivantes.

Fy
(i) Y Fux", (i) ), pr

—x".
n>0 n=0

GV Développement en série entiere

IVAA - Calculs de développements en série entiére

Exercice 14 : Soit a > 0. Calculer le développement en série entiere des fonctions
suivantes et préciser leur rayon de convergence.

(ii) ea+x

N x . 1
(i) a’, (iv)
d_

(iii) In(a+ x),

Exercice 15: Calculer le développement en série entiére des fonctions suivantes
et préciser leur rayon de convergence.

e .3
(iii) sin”(x),

(i) e*cos(x), (ii) sin(x)cos(x),

(iv) Lty (1) In(x*-3x+2) (vi)
1-x ’ x2+5x+6’
+x
i) ——, (viii) \/ —, (ix) In(x*+x+1).
+x+1 -Xx

Exercice 16 : Soit (a,b) € C* x C* vérifiant la condition a # b. On considere la
fonction f:C\ {a, b} — C définie par
1
(&)= ——7-
! (z—a)(z—D)
Montrer que la fonction ci-dessus est la somme d’une série entiére dont on pré-
cisera le rayon de convergence en utilisant les deux méthodes ci-dessous.

VzeC\{a, b},

(i) Avec une décomposition en élément simple.

(ii) Avec un produit de Cauchy.

Exercice 17: Soit p € N*. Calculer le développement en série entiere en précisant
le rayon de convergence de la fonction

X —

(x-=1--(x=-p)
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Exercice 18 - Développement de la fonction sinus intégral : Calculer le déve-
loppement en série entiére en précisant le rayon de convergence de la fonction
sinus intégral Si: R — R définie par

*sin(#) dr

VxeR, Si(x)zf
0

Exercice 19 - Développement de la fonction Arcsin :
1. Démontrer que

1 _+°°1 2n| ,
Vxel-1,1], m_n—o‘l_" " x".

2. En déduire que Arcsin est développable en série entiere et calculer son déve-
loppement en série entiére en précisant son rayon de convergence.
3. En déduire que I'on a la relation

+00 3

2n
T = _ .
=0 16"2n+1) |\ n

Exercice 20 : On considere la fonction f : R — R définie par
* dr
VxeR, f(x) :f _—
o L+ 1412
1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R.

2. Montrer que la fonction f est développable en série entiére et calculer son
développement en série entiere en précisant son rayon de convergence.

Exercice 21 : On définit la fonction f: R — R par
+00 2
VxeR, f(x)= f e Usin(tx)dr.
0

1. Montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire (E).

2. En déduire que f est développable en série entiere et déterminer son déve-
loppement en série entiére en précisant son rayon de convergence.

Exercice 22 : On consideére la fonction f : R — R définie par

X

VxeR, f(x)= e_xzf el dr.

0

1. Montrer que f est une fonction impaire et qu’elle est solution de I'’équation
différentielle y' +2xy = 1.

2. On consideére une série entiere Z a,x*"*1 dont le rayon de convergence R
n>0
est non nul et on note g sa somme sur son intervalle de convergence.

(a) Montrer que g est solution de y' + 2xy = 1 si et seulement si

2

ap=1 et VneN*,
2n+1

ap = — ap-—1.

(b) En déduire une expression de a; pour tout n € N et la valeur de R.

3. En déduire que f est développable en série entiere et déterminer son déve-
loppement en série entiére.

Exercice 23 : On considére la fonction f:]-1,1[ — R par
Vxel-1,1[, f(x)=cos(Arcsin(x)).
1. Montrer que f est solution de I'’équation différentielle linéaire
1-x3)y"-xy'-y=0 (BE).

2. En déduire que f est développable en série entiere et déterminer son déve-
loppement en série entiére en précisant son rayon de convergence.

IV.B - Applications des développements en série entiere

Exercice 24 : Justifier que les séries numériques suivantes sont convergentes,
puis calculer leur somme.

_]_n
@y S

n>1 N

_ln
(i) ) (=1)

’
nso2n+1

= 1-2k
o ,go(nzmz)'

k=0
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Exercice 25 : Démontrer les égalités suivantes.

, 11n(1+t) (- 1)" 1
(l)f
0 t

di=y —,

nln

G )flln(t)ln(l—t) @1

+00 t +0o
(iv)fo %}m =Y

= it

1 +00
(iii) f ttde=) n7",
0 n=1

Exercice 26 : Calculer la somme ci-dessous en remarquant que

+00 ( l)n

1
;0—(2n+1)(2n+2) fOArctan(x)dx

Exercice 27 : On consideére la suite (1) ,en définie par 1y =0 et

u
VneN, Ups = 7” +(=D".

On note f la somme de la série entiere Y u,x".
n=0

1. Montrer que |u,| < 2 pour tout n € N. En déduire que le rayon de conver-
gence de la série entiere Z u,x" est supérieur ou égal a 1.

2. Pour tout x € ] — 1,1, calculer et simplifier (2 — x) f(x).

3. En déduire une expression de la suite (i) sen.

Exercice 28 : Montrer que exp((a + b)z) = exp(az) exp(bz) pour tout (a, b, z) € c3
en utilisant un produit de Cauchy.

Exercice 29: Onnotej= el%.
1. Calculer 1 +j" +j%" pour tout n € N.

2. Calculer le développement en série entiére de x — e* + eJ* + el *.

+00

3. En déduire la valeur de e
=0 Bn)!

2
x
Exercice 30 : Montrer que ch(x) < exp (3) pour tout x € R.

Exercice 31 - Nombres de Catalan : Soit (a,) ey la suite définie par ap =1 et
n
YnelN, apsy1= Z ayQn—j-

On note R le rayon de convergence de la série entiere Z anx” et on désigne sa
n=0
somme par f.

1. On suppose que R > 0.
(a) Montrer que xf(x)2 —f(x)+1=0pourtout x€]—R,R|.
(b) En déduire qu’il existe 0 < r < R tel que

1-v1-4x

Vxel-rr[\{0}, f(x)= oz

2. En déduire une expression de a, pour tout n € N.

IV.C - Quelques résultats théoriques

Exercice 32: Soit f : R — R une fonction de classe ¢ telle que

JA>0, VneN, VxeR, |[f™@)|<A" n!

Montrer que f est développable en série entiere.

Exercice 33 : Soit f : [—a, a] — R de classe € avec a > 0 telle que f"” > 0 pour
tout n € N*. On note R, (x) le reste d’ordre n dans la formule de Taylor.

1. Exprimer R, (x) sous la formule d'une intégrale pour tout x € [—a, al.
2. Montrer que a"*!'R,,(x) < |x|""*'1 R, (a) pour tout x € ] — a, al.

3. En déduire que f est développable en série entiere.
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