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Introduction

Lintégration est essentielle dans les différentes disciplines scientifiques.
Elle permet par exemple de définir la transformation de Laplace et la
transformation de Fourier qui sont des notions importantes en physique et
en science de I'ingénieur. Lintégration joue également un role central en
probabilité et en statistique.

Lobjectif de ce chapitre est d’étendre la notion d’intégrale d’'une fonction
continue sur un intervalle qui n’est pas nécessairement un segment. Une
premiére difficulté apparait directement : I’aire sous la courbe de la
fonction n’est plus nécessairement fini, ce qui nous amenera a définir la
notion d’intégrale convergente.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Nous allons distinguer trois cas pour définir I'intégrale d'une fonction
continue f: I — K ou I est un intervalle qui n’est pas un segment (ce cas
étant déja traité en premiere année) :

() I=1la,bl, (i) I=1a, bl, (iii) I =1a, L.

Définition (Intégrale d’'une fonction sur [a, b[)

Soit f': [a, bl — K une fonction continue avec b € ]a, +oo].
b

Lintégrale f f(¥) dt est dite convergente si la fonction § — f f(®)dt admet

une limite finie lorsque f — b™. Dans ce cas, on note

b B
f fdt= lim f fde.
a p—b Ja

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.

Remarque 1

On dit aussi que I'intégrale est convergente (ou divergente) en b
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Exemples 1

a) On considere la fonction continue f: [0,4[ — R

définiepar f:t— ——.
par f T

Pour tout B € [0,4[, on a

B d B
[0 \/4—t__t=[—2\/ﬁ]0
— 4,

B—4-

=

adocccoocccooo =2

0 B

4
On en déduit que l'intégrale f () dt est convergente
0

et que sa valeur est 4.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

b) On considere la fonction continue f': [0, +oo[ — R

définiepar f:t— .
par f £2+1

Pour tout f € [0, +o0[, on a

foﬁ Lds =[%ln(t2+1)f

2+1

+00,
p—+o0

+00
donc l'intégrale f fde
0

est divergente.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Définition (Intégrale d’'une fonction sur ] a, b])

Soit f': ]a, b] — K une fonction continue avec a € [—oo, bl.

Lintégrale f f(¥) dt est dite convergente si la fonction a — f f(t)df admet

une limite finie lorsque @ — a*. Dans ce cas, on note

b
f f(Hdt= lim f(t)dt
a

a—at

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale est divergente.

Remarque 2

On dit aussi que I'intégrale est convergente (ou divergente) en a
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

: . . . 1
On considere la fonction continue f:]0,3] — R définie par f: t— pt
y
7 Pour tout ¢ €]0,3], on a
3
3 dt
2 de f — =@l +00,
A t a t a—0*
v
7
L 3
. donc l'intégrale f f(odr est
A A oo . 0
IR A A7, X divergente.
0 «@ 3
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Définition (Intégrale d’'une fonction sur ]a, b[)

Soit f: ]a, bl — K continue avec —oco < a< b < +o0.

b
Lintégrale f f(¥) dt est dite convergente s'il existe un réel c € ]a, b| tel que
a

c b
[ f(t) dr et [ f(t) dr
a @

sont convergentes. Dans ce cas, on note

b c b
ff(t)dt:ff(t)dt+f f(odt.

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

b
a) La convergence ou la divergence de 'intégrale / f(t)dt ne dépend
a

pas du choix du point c€ ]a, bl.
b
b) Sil'intégrale f f(?) dt est convergente, sa valeur ne dépend pas du

choix du pointa cela,bl.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

1

On considere la fonction continue f: R — R définie par f: t —

2+1
y Pourtouta <0< 8, on a
U P dr
f / £+1 fﬁ dr__ [Arctan(p)]? z
@ 0 o 2+1 0 5 oo 2

7
277
74777777

oy
222272277
2727277777
2222272772782 777,
2777777777777 x

a 0 ﬁ

a—-oco 2

Cgf 0 dr 0 /3
f e [Arctan(f)] , ——
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

+00 0
On en déduit que les intégrales f f(Odtet f f(®) dt sont convergentes,
0 —0o

+00
donc l'intégrale f f(2) dt est convergente par définition et sa valeur est
—00

+o0 0 +00
f f(t)dtzf f(t)dt+f fpde=

NI:!
N|§|
1l
S

PT* - Chapitre 4 - Intégration sur un intervalle 11/50



I - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

b
Il ne faut pas confondre I’objet intégrale f f(®)dt qui pourra étre
a

b
convergente ou divergente et le nombre / f () dt qui n’existe que si

a
I'intégrale converge. Il n'y a malheureusement pas de notation différente

+00o
contrairement au cas des séries numériques avec Y up et Y uy: cestle
n=0 n=0

contexte qui décidera.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... B - Intégrales de référence

Proposition 1

+00

Soit A € R. L'intégrale [ e Mdrest convergente si et seulement si A > 0.
0

Proposition 2

1
Lintégrale f In(#) dt est convergente.
0
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... B - Intégrales de référence

Définition (Intégrale de Riemann)
Lde
On appelle intégrale de Riemann toute intégrale de la forme f @ oudela
0

+00 t
forme f — pour a € R.
1 1

Proposition (Convergence d’'une intégrale de Riemann)
Soit a € R.

+00
(i) Lintégrale f = est convergente si et seulement si a > 1.
1

Ldr
(ii) Lintégrale f @ est convergente si et seulement si @ < 1.
0
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... C - Propriétés générales des intégrales

On fixe un intervalle ]a, b{ de R avec —oco < a< b < +oo.

Proposition (Linéarité de I'intégrale)

Soient (A, i) € K? et f, g : 1a, bl — R deux fonctions continues.

b b
Siles intégrales f f(r)dret f g(t) dt sont convergentes, alors
a a

I'intégrale f (Af(#) + ug(») dr est convergente et on a la relation
a

b b b
f()lf(t)+yg(t))dt=)tf f(t)dt+uf g(nde.
a a a
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... C - Propriétés générales des intégrales

Proposition (Croissance et positivité de I'intégrale)

Soient f, g: ]1a, bl — R deux fonctions continues.

b
(i) Positivité de I'intégrale : si f est positive sur [ et si l'intégrale f fde
a
b
est convergente, alors f fde=o0.
a

(ii) Croissance de l'intégrale: si f < gsur I etsiles

b b
intégrales f f(Hdret f g(t) dt sont convergentes,
a a

b b
alors on al'inégalité f f(Hde< f g(nde.
a a
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... C - Propriétés générales des intégrales

Proposition (Relation de Chasles)

b
Soit f: ]a, bl — K une fonction continue et c€]q, b[. Lintégrale f f(2)dt est
a

convergente si et seulement si les intégrales

c b
f fnde et f flode

sont convergentes. Dans ce cas, on a la relation

b C b
ff(t)dt:ff(t)dt+f f(odt.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Intégration par parties et changement...

On fixe un intervalle ]a, b de R avec —oco < a< b < +oo.

Théoréme du changement de variable

Soit ¢ : ] ¢, d[ — ]a, b une bijection croissante de classe ¢!
Si f:]1a, b[ — K une fonction continue, alors les intégrales

d b
f flp)g'(ndr et f flx)dx
c a

sont de mémes natures. De plus, si les intégrales convergent, alors on a la
relation

d b
f flo®)e' (@) dt:f f(x)dx.
c a
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Intégration par parties et changement...

Remarques 4

a) Il faut s’assurer que les intégrales sont convergentes dans le théoreme
ci-dessus pour écrire une égalité.

b) Si¢:]c d[— la, bl est une bijection décroissante de classe ¢, on a un
résultat analogue avec les intégrales

d a
ff((p(t))cp’(t)dt et fbf(x)dx.

c¢) En pratique, le changement de variable s’effectue comme pour une
intégrale sur un segment.
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Intégration par parties et changement...

Exemple 4
b
On considere l'intégrale I = f —dx
0 V1-x?

La fonction ¢ : t — sin() est une bijection croissante de classe &t
de ]0,7/2[ sur ]0, 1[. En effectuant le changement de variable x = sin(¢) dans
I'intégrale I, on obtient I'intégrale

n/ sinz(t) n/2
]=f os(t)dt—f sin®(#) dt.
0 Vv 1—sin 2(0

Comme la fonction ¢ — sin?(#) est continue sur [0, /2], 'intégrale J est
convergente. On en déduit par le théoreme du changement de variable que
I'intégrale I est convergente et que

/2 /2 1—cos(2¢ t 1 /2
1:]:[ sinz(t)dtzf ¥dt: [———sin(zt) ==
0 0 2 2 4 0
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I - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Intégration par parties et changement...

Théoréme d’intégration par parties

Soient f, g: ]a, bl — K deux fonctions de classe ¢! Siles deux limites

lim f(0g() et lim f()g(0

existent et sont finis, alors les intégrales f f(ng (r)dret f f' (0 g(r) dt sont

de méme nature. De plus, siles 1ntegralesaconvergent alors on a la relation
b P
j fogmde=[fng®],- f (g de.
a a

Remarque 5

Dans I’énoncé du théoreme ci-dessus, la définition du terme entre crochet
est

[fg(n)]; = lim f(0g(v) - lim f()g(0).

PT* - Chapitre 4 - Intégration sur un intervalle 21/50



I - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Intégration par parties et changement...

1
On considere l'intégrale I = / 2tIn(#) dt. Les fonctions f: t— In(?)
0

et g: t— 1% sont de classe %! et on a par croissance comparée que
lim f(0g=0 et lim f(1)g(1)=0.
—0* —1-

On en déduit que les intégrales

1 1 1 1
I:f f(t)g/(t)dtzf 2tIn(ndr et ]:f f’(t)g(r)dt:f tde
0 0 0 0

sont de méme nature. Comme l'intégrale J est convergente, on en déduit
que I converge et que

! _ 1 L 1 1
fOZtln(t)dt—[tzln(t)]O—fO tdt_(0—0)—5_—§,
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II - Intégrales de fonctions positives

On fixe un intervalle [a, b de R avec a< b < +oo.

b
Soit f: [a, bl — R une fonction continue et positive. Lintégrale f f(®)dt est
a

B
convergente si et seulement si la fonction § — f f(t)dt est majorée
a

sur [a, b[.
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II - Intégrales de fonctions positives

Sif:[a bl— Retg:|a, bl — Rsont deux fonctions, on rappelle que I'on dit
que la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de b™, ce que
I'on note f(1) = O(g(1), si

JdKeR, Vxdansunvoisinagede b™, |f(x)|< K|g(x)|.

Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de b~, la définition ci-dessus
est équivalente a dire que le quotient f/g est une fonction bornée au
voisinage de b™.
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II - Intégrales de fonctions positives

Théoréme de comparaison

Soient f, g: [a, b] — R deux fonctions continues et positives.

b
(i) Si0<f(¢) < g(t) pour tout t € [a, b, alors la convergence de f g(nde
a

b
implique celle de f f®de
a
b
(i) Sif(n = O(g(n), alors la convergence de f g(1)dr implique celle
a

b
de f f@d.
a

b
(iii) Sif(n ~ g(1), alors la convergence de f g(t) dr équivaut a celle
a

b
de j fode.
a

\.
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II - Intégrales de fonctions positives

b b
a) Sous I'’hypothese du (i), on a en plus I'inégalité f fodes f g(ndr.
a a
b) Sous I'’hypotheése du (i) ou du (ii), on a par contraposition que la
b b
divergence de l'intégrale f f(2)dt implique celle de f g de.
a a

c) Lassertion (i) reste valable si I'inégalité 0 < f(¢) < g(#) n’est que vérifiée
au voisinage de b™.

d) Lassertion (ii) reste valable si on remplace f () = O(g(0)

par f(1) = o(g(®).

e) Le théoreme s’adapte naturellement a des intégrales de fonctions
continues et positives sur ]a, b].
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II - Intégrales de fonctions positives

Exemples 6

L v *o0 sin® (1)
a) On souhaite étudier la convergence de 'intégrale I = 7 dr.
1
: sin® (1) : »
La fonction ¢ — —Z est continue et positive sur [1, +ool[. De plus, on
remarque que I'on a I'inégalité

2
Vie[l+oo O< @ _1
2 12

+00
et comme f ) est une intégrale de Riemann convergente, on
1

conclut que I converge par comparaison.
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II - Intégrales de fonctions positives

Exemples 6

N S *In(?)
b) On souhaite étudier la convergence de I'intégrale - dr.
1
: In(7) : i
La fonction ¢ — o est continue et positive sur [1, +ool. Par
croissance comparée, on remarque que

lim tz(lnﬂ):o o lnﬂ = o(l).

f—+00 3 B 400 |2

+00
Or f ) est une intégrale de Riemann convergente, donc 1
1

converge par comparaison.
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II - Intégrales de fonctions positives

Exemples 6

1 sin(#) dr

¢) On souhaite étudier la convergence de l'intégrale I = f

0
sin(t
La fonction ¢ — @

est continue sur ]0, 1]. On remarque que 'on a

I'équivalent
sin() ¢t

- ~

r ottof

1
et que f 1dt est une intégrale convergente, donc l'intégrale I
0

converge par comparaison.
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III - Intégrales absolument convergentes et...

On considere un intervalle non vide I de R et ]’on note a = inf(I)
et b=sup(l). En particulier, I'intervalle I est nécessairement de la
forme [a, b], [a, b[,]1a, b] ou ]a, b|.

Définition (Intégrale absolument convergente)

b
Soit f: I — K une fonction continue. On dit que f f(¥)dt est absolument
a

b

convergente si l'intégrale f |f ()| dt est convergente.
a
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III - Intégrales absolument convergentes et...

Définition (Fonction intégrable)

Une fonction continue f: I — K est dite intégrable sur I'intervalle I si

b
I'intégrale f f(2) dt est absolument convergente.
a

Remarques 7

a) Sif:[a, bl — K estintégrable sur [a, b, on dit que f est intégrable en b.

b) Sif:]a, bl — K estintégrable sur ]a, b], on dit que f est intégrable en a. )
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III - Intégrales absolument convergentes et...

a) Soit A € R. La fonction ¢— e est intégrable en +oo si et seulement
sid>0.

b) La fonction ¢— In(#) est intégrable en 0*.

. . 1 . .
¢) Soit a € R. La fonction ¢t — @ est intégrable en +oo si et seulement
sia>1.

1
d) Soit a € R. La fonction ¢ — pr est intégrable en 07 si et seulement

sia<l.
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III - Intégrales absolument convergentes et...

Théoreme 1

Si une intégrale converge absolument, alors elle converge.
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III - Intégrales absolument convergentes et...
Exemple 8

0 sin()
dr.
t2

On souhaite étudier la convergence de l'intégrale I = f
1

. sin(?) . ,
La fonction ¢ — 2 est continue sur [1, +oo[. On remarque que 'on a
I'inégalité
_ sin(?) _ 1
Vte[l,+ool, 0< oa )
+00
et comme — est une intégrale de Riemann convergente, on obtient

2
1 I
que I'intégrale I est absolument convergente par comparaison. On conclut
par le théoreme précédent que I'intégrale I est convergente.

La réciproque du théoreme est fausse. On peut par exemple vérifier que
o 0 sin(1) :
I'intégrale / — dr est convergente, mais qu’elle ne converge pas
0
absolument.
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III - Intégrales absolument convergentes et...

Si f: I — K est une fonction continue et intégrable sur /, alors on note

flf:flf(t)dt:/abf(t)dt.

Proposition 3 (Inégalité triangulaire)

Si f: I — K est une fonction intégrable, alors on a I'inégalité

Uf(t) dr
1

sfl|f(t)|dt.
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III - Intégrales absolument convergentes et...

On désigne I'’ensemble des fonctions intégrables sur [ a valeurs dans K
par L'(I,K).

Corollaire 1

Lensemble L!(I,K) est un sous-espace vectoriel de .7 (I, KK).
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III - Intégrales absolument convergentes et...

Proposition 4

Si f: I — K est continue, positive, intégrable sur I et vérifie f f(Hde=0,
I

alors f est nulle.
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IV - Intégration terme a terme

Lorsque 'on considere des fonctions fi,...,f; : [ — K intégrables sur I/, on a
vu que leur somme f; +--- + f;, est intégrable sur I et que 'on a

fok(t) de=) [ fi(nade
I'\k=1 k=11

Dans cette partie, nous allons étudier un résultat permettant d’étendre la
relation précédente a une somme infinie.
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IV - Intégration terme a terme

Théoréme d’intégration terme a terme

Soient f: I — K une fonction continue et (f;,) ,en Une suite de fonctions
intégrables de I dans K telles que

+00
viel, f=) fu@.
n=0

Si la série Z f | fn (D) | dt converge, alors la fonction f est intégrable sur I et
I
ona

(e.o] +00
jf(t)dtzj(an(t))dt= Y | 0 de.
I I'\n=0 n=0J1

DEMONSTRATION
ADMISE
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IV - Intégration terme a terme

Exemple 9

(¢
—

t =i +00 te—t

+00
Montrons que dr = ——— . Lafonction f: t—
e fo l-e! = (n+1)? ! l-e!

continue sur ]0, +oo[. De plus, comme e’ € ]0, 1[ pour tout £ € ]0, +oo[, on a
via la série géométrique que

est

Vte]0,+ool, f(1)=

te”! _ te_tio (e—t)n _ Jio e+ D1
—e ! = = - —

1 —
=0

L.
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IV - Intégration terme a terme

Exemple 9

Pour tout n € N, la fonction f;, est continue sur ]0, +ool, puis en utilisant une
intégration par parties, on vérifie que f;, est intégrable sur ]0, +oco[ et que

I'on a
+00 +00 1 +00 (D)t 1
f() |fn(t)|dt—‘/(; fn(t)dt—m‘/(; (& dt—m.

+00
Finalement, la série numérique ) |f(2)| dr est convergente, donc
n=0
d’apres le théoreme d’'intégration terme a terme, la fonction f est intégrable

eton a

+00 +00 [ 0O +00 +00 +00 1
tdt=f ( nt)dt= (D de= _—
fo f ) ngof() ngo i fu(® ,;)(nﬂ)z
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V - Méthode - Etudier la convergence...

b
On souhaite étudier le convergence d'une intégrale f f(H)dtou f estune
a

fonction définie sur un des intervalles
(i) I=Ia bl, (ii) I=1a, b, (iii) I =1a, bl, (iv) I=]a, bl.

1) On détermine si f est continue sur [a, b], [a, b|, 1a, b] ou ]a, b].
2) On distingue trois cas.
a) Si f est continue sur [a, b] 'intégrale est convergente par les
résultats de premiere année.
b) Sif n’est que continue sur la, b, on sépare I'intégrale en deux
pour se ramener au cas ou seul une des deux extrémités de
I'intervalle d’'intégration est ouverte.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

3) Ons’est donc ramené a étudier la convergence d’'une intégrale d'une
fonction continue f sur [a, b[ ou ]a, b]. Le graphe ci-dessous résume la
démarche a suivre pour étudier cette intégrale.

- S )
Connait-on une Regles de Changement
primitive de f? comparaison de variable
Non »( équivalent l Non
" Oui Intégration
est positive? Non .
(f postiy ] A Non par parties

i

inégalité
Non
Non
” \4
Etude de la —
domination
convergence absolue
—

Si la fonction f n’est pas positive et que I’'on a démontré qu’elle ne
converge pas absolument, on sort du cadre du programme dans le cas
général.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

4) Dans le cas ou1 on avait séparé I'intégrale de départ en deux, on conclut
(Par définition, I'intégrale converge si chacune des deux intégrales
obtenus apres la séparation convergent).
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V - Méthode - Etudier la convergence...

Exemple 10

+00
Etudions la convergence de I'intégrale I = f te " dr.

0
La fonction f: t — te"" est continue sur [0, +ool. Pour tout B €[0,+oc0[, on a

B
f te ' dt =
0

donc l'intégrale I converge et sa valeur est 1/2.

1 P11 1
——e_t2 :———e_ﬁ2 _
0o 2 2 fotoo 2

.

PT* - Chapitre 4 - Intégration sur un intervalle 45/50



V - Méthode - Etudier la convergence...

Exemple 11

, +00 2 + cos(1)
Etudions la convergence de l'intégrale I = f — dr.
1
2+cos(z
La fonction f: t — 7() est continue sur [1, +oo[. On a

1 +oo
I'inégalité 0 < p < f(#) pour tout ¢ € [1,+o0o[ et 'intégrale f = est une
1

intégrale de Riemann divergente, donc I diverge par comparaison.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

, o0 cos(re”’
Etudions la convergence de l'intégrale I = f Eoslich dr.
0 Vi
. cos(r)e”! . . s
La fonction f: t— ———— est continue sur ]0, +oo[. On doit donc étudier
t
la convergence des deux intégrales
1 -t +00 -t
cos(f)e cos(f)e
A AP o L
0o Vi 1 Vi

.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

1 =it +00 -t
cos(t)e cos(t)e
Ldt et ]2 :f L

1

o Vi Vi

1
* On al’équivalent f(7) ~ 7 =0et f — dr est une intégrale de

Riemann Convergente doncl’ 1ntegrale 11 converge absolument par
comparaison.

* Onalinégalité 0 < |f(f)| < e”! pour tout € [1, +oo] et
+00

L= dr.

I'intégrale e’ dt est une intégrale de référence convergente,
1
donc I, converge absolument par comparaison, donc I, converge.

Les intégrales I et I, convergent, donc l'intégrale I est convergente.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

+00 o~
Etudions la convergence de l'intégrale I = f —dtr.
0
=0
e
La fonction f: t— - est continue sur ]0, +oo[. On doit donc étudier la

convergence des deux intégrales

le—l’ +ooe—t
e[ Ca o« ne [T
o [ 1 t

1 1
e On al’équivalent f (1) 0~+ 7 =0et f — dr est une intégrale de Riemann
0
divergente, donc l'intégrale I; diverge par comparaison.

e Comme l'intégrale I; diverge, I'étude de la convergence de I, est
inutile.

Comme l'intégrale I; diverge, on conclut que I'intégrale I diverge.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

Exemple 14
Etudions la convergence de I'intégrale I L
i \Y = .
. E 0 V1—-t

La fonction f: t— est continue sur [0, 1[. En utilisant le changement

de variable u =1 — t dans I'intégrale I, on obtient I'intégrale
= U du
0o Vu
Lintégrale J est une intégrale de Riemann convergente, donc l'intégrale /

est convergente par le théoréme du changement de variable.
Deplus,onal=].
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