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Intégrales dépendant d’'un
parametre

Exercice 1: On considere la fonction d’'une variable réelle

1 ¢x-1
t
dr.

X
§ o 1+¢

Montrer que g est définie sur R}.
Soit a € R} . Montrer que g est continue sur [a, +ool.
En déduire que g est continue sur R} .

Montrer que g(x) + g(x+ 1) = 1/x pour tout x € R}.

A

Déterminer un équivalent de g en 0 et la limite de g en +oo.

Exercice 2: Pour tout 7 € N, on considere la fonction ¢, : R} — R définie par
+oo dr
VxeR}, (pn(x)zfo Er T
1. Montrer que pour tout n € N, la fonction ¢, est bien définie R} .

2. Soit n € N. Montrer que ¢, est de classe €' sur [a, b] pour tout 0 < a < b,
puis en déduire que ¢, est de classe €’ sur R,

3. Déterminer une relation entre ¢, et ¢, pour tout n € N.
4. En déduire que pour tout n € N et tout x e R}, on a

2n)! Vs
22n+1 (N2 y2n+l

(Pn(x) =

Exercice 3: On considere la fonction f : R} — R définie par
1 ¢x—1_ 1

In(¢)

VxeRy, f(x):f
0

1. Montrer que f est bien définie sur R7.

2. Montrer que f est de classe ¢! sur [a, +oo[ pour tout a > 0, puis en déduire
que f est de classe ¢’ sur R* et calculer f'(x) pour tout x € R*.

3. En déduire une expression explicite de f(x) pour tout x € RY.

Exercice 4 - Intégrale de Gauss: On définit f:R—Ret g:R— R par

X 2
f(x)z[ e "dr et g(x)zf
0

0 1+ ¢£2

_ 2y.2
le 1+t x

1. Montrer que les fonctions f et g sont de classe ¢! sur R.
2. Montrer que f(x)? + g(x) = m/4 pour tout x € R.

+00
f et dt:ﬁ.
0

3. En déduire quel'on a
2

Exercice 5: On considére la fonction f : R, — R définie par

—xt?

1+12 dz.

1. Montrer que la fonction f est bien définie et continue sur R,.

+00
VxeRy, f(x) :f
0

2. Montrer que f est de classe ¢! sur [a, +oo[ pour tout a > 0, puis en déduire
que f est de classe € sur R%.

3. En utilisant les résultats de |'exercice 4, montrer que f est I'unique solution
de I’équation différentielle
VT

I _

sur R} admettant une limite nulle en +oo.
4. Montrer que la fonction f n’est pas dérivable en 0.
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Exercice 6 - Transformée de Fourier : On définie la transformée de Fourier de
toute fonction continue et intégrable f:R — C par

+00 .
VxeR, f(x) = f f(ne ¥ dr.

1. Soit f : R — C une fonction continue et intégrable. Montrer que f est définie,
continue et bornée sur R.

** pour tout £ € R.

2. On considere la fonction f :R — R définie par f(f) =e~
(a) Montrer que f est de classe € sur R.
(b) Montrer que f est solution d'une équation différentielle d’ordre 1.

(c) En utilisant les résultats de l'exercice 4, déterminer une expression ex-
plicite de f(x) pour tout x € R.

Exercice 7 - Fonction Gamma : On définit la fonction I d'une variable réelle par
+0o0
F:x»—»f t*le tdr.
0

1. Montrer que la fonction I' est définie et continue sur ]0, +ool.

2. Montrer que la fonction I est de classe 4" sur ]0, +oo[ et que
+00
VpeN, Vxelo,+ool, TP (x)= f In” (x)e” """ dr.
0

Montrer que I'(x + 1) = xI'(x) pour tout x € R}.
En déduire la valeur de I'(n) pour tout n € N*.

Déterminer un équivalent de I’ en 0*.

o 9ok w

En utilisant les résultats de I'’exercice 4, calculer I'(1/2).

Exercice 8 : On considere la fonction d’'une variable réelle
+00 5
f:x-—»f e Usin(tx)dr.
0

1. Montrer que '’ensemble de définition de la fonction f est R.

2. Montrer que f est dérivable sur R et qu’elle est solution d'une équation dif-
férentielle d’ordre 1.

3. En déduire que I'on a la relation
1 X
VXER, f(x):Ee—x2/4f e[2/4.
0

Exercice 9: On consideére la fonction f : R. — R définie par

+00 e—l‘

dr.

VxeRy, f(x) :f
0

1+1tx

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R, .
2. Montrer que la fonction f est de classe €*° sur R..
3. Calculer f(0) pour tout n € N.
4

. Lafonction f est-elle développable en série entiere?

Exercice 10 - Intégrale de Dirichlet: Soient f:R — R et g: R — R définies par

+0 cos(xt) dt et g(0) f“’o 1—-cos(xt)
—_— e x) = _—
1+ 12 § 0 2(1+£2)

VxeR, f(x)=[
0

p—

. Montrer que les fonctions f et g sont bien définies sur R.

\S)

. Montrer que g est de classe €2 sur R et que g’ = f.

w

. Montrer que I'on a la relation

* " 2 too sinz(t)
VxeR}, g(x)—g(x)z;—[x avec I:f dr.

0 1?

4. En déduire une expression de f(x) et de g(x) pour tout x € R, puis de 1.
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