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m Fonctions vectorielles

| s Il Révisions - Fonctions réelles d’une variable réelle

LA - Généralités
Exercice 1 : On considére la fonction d'une variable réelle définie par
f:x»—»ln(\/x2+1+x).

Montrer que f est définie sur R et étudier sa parité.

Exercice 2 : Etudier la parité de la fonction f : R — R définie par
e*—1
e +1

VxeR, f(x)=

Exercice 3 : Montrer que toute fonction f : R — R s’écrit de maniére unique
comme la somme d’'une fonction paire et d'une fonction impaire.

Exercice 4: Soit f : R — R une fonction dérivable sur R.
1. Si f est paire, que peut-on dire sur la parité de f'?
2. Si f estimpaire, que peut-on dire sur la parité de f'?

Exercice 5: On consideére la fonction f : R — R définie par
VxeR, f(x)=]|cos(x)sin(x)|.

1. Montrer que la fonction f est périodique.
2. Déterminer sa plus petite période strictement positive.

I.B - Limites et continuité

Exercice 6 : On considere la fonction f: R\ {—1} — R définie par

x+1
x3+1°

VxeR\{-1}, f(x)=

Montrer que f se prolonge a R en une fonction continue.

Exercice 7: Ftudier siles fonctions f:R* — Ret g : R* — R définies ci-dessous se
prolonge a R par continuité.

() f:stin(x)sin(i), (i1) g:x-—»cos(x)cos(i).

I.C - Dérivabilité
Exercice 8 : Déterminer I’ensemble de définition et '’ensemble de dérivabilité de

la fonction f dans chacun des cas suivants.

(i) f:x»—»i, (ii) f:x— Vx2-x3, (iii) f:x»—»(x—l)Arccos(xz).

1+ x|
Exercice 9: Soit f: R* — R la fonction définie par

cos(x)
er—1"

Montrer que f se prolonge a R en une fonction dérivable.

1
VxeR*, X)=——
fx e

Exercice 10: En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

Vxe]0,1[, x<Arcsin(x)<

1-x2

Exercice 11: Soit f: [0,7/2] — R la fonction définie par f: x — v/sin(x) + x.
1. Montrer que f réalise une bijection de [0,/2] sur un intervalle I a préciser.

2. Montrer que f~! est dérivable sur 1.
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Exercice 12 : Soit f : I — R? une fonction vectorielle de classe ¢’ décrivant le
déplacement d'un point dans le plan. On suppose que f’ et f’ ne s’annule pas
sur I.

1. Montrer que le point se déplace a vitesse constante si et seulement si le vec-
teur d’accélération et le vecteur vitesse sont orthogonaux.

2. Montrer que le point accélere si et seulement si I’angle entre le vecteur d’ac-
célération et le vecteur vitesse est dans [-7/2,7/2].

3. Montrer que le point décélere si et seulement sil’angle entre le vecteur d’ac-
célération et le vecteur vitesse est dans [7/2,371/2].

Exercice 13 : Soit f: I — R® une fonction vectorielle de classe € telle que

viel, f"(r)eVect(f(1).

1. Montrer que I'application ¢ — f(f) A f'(t) est constante.

2. On suppose qu'il existe a € I tel que f(a) et f'(a) ne sont pas colinéaires.
Montrer que les valeurs prises par f(¢) sont contenues dans un plan.

3. On suppose que f ne s'annule pas et qu'il existe a € I tel que f(a) et f'(a)
soient colinéaires. Montrer que I'image de f est contenue dans une droite.

Exercice 14 : Soit f : I — R® une fonction de classe ¢’'. On suppose qu'il existe
un vecteur v € R3 tel que

Viel, fl(=f@)Av.

1. Montrer que 'ensemble f(I) est inclus dans un plan de R3.
2. Montrer que '’ensemble f(I) est inclus dans un cercle.

3. Montrer que 'application 7— || f'(#)| est constante.

Exercice 15 - Wronskien : Soient f: I — R? et g : [ — R? deux fonctions vecto-
rielles de classe ¢!

1. Montrer que 'application ¢ : t — detx (f(£), g(£)) est de classe €' et que
Viel, ¢'(1)=dety(f'(1),g(n)+detx(f(1),g'(1)).

2. Soient a:I — Ret b: I — R deux fonctions continues. On considére deux
solutions y; : I — Ret y, : [ — R de I’équation différentielle

y" =ay +by.
Déduire de la question précédente que la fonction w : I — R définie par

(@
g

_|f®

Vtel, =
€ g(1)

w(t)
est solution d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Exercice 16 : Calculer des développements limités a I'ordre 4 des fonctions vec-
torielles suivantes.

@) f@o=(-n"1a+n")en0, (i) f(t)=(sin’(0),V1-12)en0,

Arctan(t) sh(z)
tan(z)

) f()=(e"" ) en1,

(iii) f(O) = en0, (iv) f()=(In*(®),t")enl,

" sin(f)

(vi) f(8) = (sin(?) exp(t),sin’(#)) en 7.
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