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Fonctions de plusieurs variables
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Chapitre 8 - Fonctions de plusieurs variables

Introduction

La notion de fonctions de plusieurs variables apparait trés tot en physique ou I'on étudie souvent des grandeurs
dépendant de plusieurs parametres. Le mathématicien écossais James Gregory en donne une des premieres dé-
finitions formelles dans ses traités Vera circuli et hyperbolae quadratura publiés en 1667 : « une fonction est une
quantité obtenue a partir d’autres quantités par une succession d’ opérations algébriques ou par n'importe quelle
opération imaginable ».

La notion de dérivée partielle s’est développée a la fin de XVII® siecle lorsque Newton fonda le calcul différentiel.
Durant cette période, les fonctions de plusieurs variables gagnent en importance : de nombreux problemes issus
de la géométrie ou de la mécanique conduisaient naturellement a la résolution d’équations aux dérivées partielles.
Il subsiste néanmoins des faiblesses dans I'utilisation des fonctions de plusieurs variables : elle manque de rigueur,
principalement a cause de la mauvaise compréhension de la notion de fonction a cette époque. Il faut attendre la
fin du XIXe siecle et le XXe siecle pour voir les techniques se formaliser, notamment celles portant sur les dérivées
partielles.

Dans ce chapitre, on commencera par introduire les bases de la topologie afin de généraliser notamment les no-
tions d’intervalle ouvert et de segment. Dans un second temps, nous étendrons la notion de continuité et les outils
du calcul différentiel aux fonctions de plusieurs variables. Nous verrons notamment comment résoudre certaines
équations aux dérivées partielles et comment déterminer les extremums globaux d'une fonction de deux variables.

Dans tout le chapitre, on fixe deux entiers n € N* et p € N*. En pratique, nous aurons (1, p) € [[1, 3]]2.

m Introduction a la topologie sur R”

I.A - Lanorme euclidienne sur R”

Définition (Norme euclidienne) : La norme euclidienne sur I’espace vectoriel R? est I'application |- || : RP — R

définie par
V= (x1,...,xp) ERP, lxl| = /x5 +---+ x5,

Remarque 1: Le norme euclidienne sur R est la valeur absolue.

Proposition 1 : La norme euclidienne vérifie les propriétés suivantes.
(i) Positivité : pour tout x e R”, ona | x| >0,
(ii) Séparation : pour tout x € RP, on a ||x|| = 0 si et seulement si x = 0,

(iii) Homogénéité : pour tout x e RP ettout Le R,ona [[A- x| =|A]- | x],

(iv) Inégalité triangulaire : pour tout (x, y) € (RP)2, ona ||x+ yiIE<lxll+1yl.

Illustration : On peut représenter la norme euclidienne et I'inégalité triangulaire avec les figures suivantes.

Norme d’'un vecteur Inégalité triangulaire
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I.LB - Rudiments de topologie sur RR”

Définition (Boule ouverte / fermée) : Soient a € RP et r > 0.
(i) Laboule ouverte de centre a et de rayon r est B(a,r) = {x eERP||x—al < r}.

(ii) Laboule fermée de centre a et de rayon r est By(a, r) = {x eERP||lx—al < r}.

Exemples 1:
a) DansR,onaB(a,r)=]la-r,a+r]| eth(a,r) =la-r,a+r].
b) Dans R?, les boules sont des disques représentés ci-dessous.
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Boule ouverte de centre a et de rayon r Boule fermée de centre a et de rayon r

Définition (Partie ouverte / fermée) : Soit Q une partie de R”.
(i) On dit que Q est une partie ouverte si pour tout a € Q, il existe un réel r > 0 tel que B(a, r) < Q.

(ii) On dit que Q est une partie fermée si son complémentaire est ouvert.

Ilustration : On peut représenter les notions de parties ouvertes et fermées dans R? avec les figures suivantes.

-y
- -~y

Une partie ouverte Une partie fermée

Remarques 2:
a) Intuitivement, une partie de R” est ouverte si elle ne contient aucune partie de son bord.
b) Intuitivement, une partie de R” est fermée si elle contient tout son bord.

Exemples 2 :
a) Lintervalle ]a, b[ est un ouvert de R et I'intervalle [a, b] est un fermé de R.
b) SiaceRP etr >0, alorsla boule ouverte B(a, r) est un ouvert de R”.
c) SiaeRP etr>0,alorslaboule fermée By (a, r) est un fermé de R”.
d) Lensemble ]0,1[x]0,1[ est un ouvert de R? et 'ensemble [0,1] x [0, 1] est un fermé de R?.

ATTENTION : Un ensemble n’est pas nécessairement ouvert ou fermé. Par exemple la partie [0,1[ de R n'est pas
ouverte et n’est pas fermée.
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I Définition (Partie bornée) : On dit qu'une partie Q de R” est bornée si elle est contenue dans une boule.

Exemples 3 :
a) Lensemble [0,1]2 est une partie bornée de R2.
b) Lensemble [0,1] x R n’est pas une partie bornée de R

Définition (Point intérieur / extérieur) : Soient a € R? et Q une partie de RP.
(i) Ondit que le point a est intérieur a Q s'il existe r > 0 tel que B(a,r) c Q.

(ii) On dit que le point a est extérieur a Q s'il existe r > 0 tel que B(a,r)NQ = 2.

Ilustration : Sur le schéma ci-dessous le points a est intérieur a Q, le point b est extérieur a Q et le point ¢ n'est
ni un point intérieur ni un point extérieur a Q.

Remarques 3 :
a) Intuitivement, I'intérieur d'une partie Q de R” est Q privé de son bord.
b) Intuitivement, I'extérieur d’'une partie Q est 'ensemble des points qui ne sont ni dans Q ni dans son bord.
c) Lensemble des points intérieurs d'une partie de R” est une partie ouverte de RP.

Exemples 4 :
a) L'ensemble des points intérieurs de [a, b], [a, b, 1a, b] ou ]a, b[ est ]a, bl.
b) Lensemble des points intérieurs de B(a, r) ou Bf(a, r) est B(a, r).
¢) Lensemble des points intérieurs de [0, 1] x [0,1] est ]0,1[x]0, 1[.
d) Lensemble des points extérieurs de [a, b], [a, b|, 1a,b] oula, b[ est] —oo,al U b, +o0l.

Définition (Point adhérent) : Un point a € R? est adhérent a une partie Q de I’espace vectoriel R” si pour tout
réelr>0,onaB(a,r)NQ#J.

Ilustration : Sur le schéma ci-dessous les points a et b sont adhérents a (2, mais pas le point c.
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Remarque 4 : Intuitivement, I'adhérence d'une partie Q de R” est la réunion entre Q) et son bord.

Exemples 5:
a) L'ensemble des points adhérents de [a, bl, [a, b, 1a, bl ou ]a, b est [a, b].
b) Lensemble des points adhérents de B(a,r) ou By(a, r) est By(a,r).
c¢) L'ensemble des points adhérents de [0,1[x]0,1] est [0, 1] x [0, 1].

Définition (Frontiere) : La frontiere d'une partie Q de R”, notée 0Q2, est ’ensemble des points adhérents a Q qui
ne sont pas intérieur a Q.

Remarque 5: La frontiere correspond bien a I'intuition que I'on s’en fait sur des exemples simples.

Exemples 6 :
a) Lafrontiere de [a, b], [a, b|, 1a, b] ou]a, b[ est {a, b}.
b) La frontiere de B(a, r) ou By(a, r) estla sphere S(a,r) = {x e RP | la— x| = r}.

c) Lafrontiere de [0,1[x]0, 1] est le carré dont les sommets sont les points (0,0), (1,0), (0,1) et (1, 1).

Bilan: On peut résumer les différentes notions définies précédemment avec les figures ci-dessous.
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E Chapitre 8 - Fonctions de plusieurs variables

11 (MM Fonctions de p variables a valeurs dans R

II.A - Représentation graphique d'une fonction de deux variables

Rappelons quessi i : I — R est une fonction o1 / est un intervalle non vide de R, alors on peut lui associer sa courbe
représentative 47,. De méme, on peut représenter une fonction de deux variables par une surface.

Définition (Surface représentative) : Soit f : Q — R une application o1 Q est une partie non vide de R?. On
appelle surface représentative de I'application f I'ensemble

Fr={xy [y eR’|(x,y) €Q}.

Illustration : On peut tracer la surface représentative d'une fonction de deux variables.

—_—
z NS ———

f(x0,¥0) /

II.B - Limite et continuité

Définition (Limite en un point) : Soit f: Q — R une fonction définie sur une partie Q de R”.
On dit que f a pour limite le nombre ¢ € R en un point a € R” adhérent a Q si

Ve>0, In>0, VxeQ, |x—al<n = |f(x)-{|<e.

Dans ce cas, on note lim f(x) = 4.
X—a

Remarque 6 : Dans le cas oll p = 1, on retrouve la définition de la limite pour une fonction f: I — R ou I est un
intervalle de R.

Définition (Continuité) : Soit f: Q — R une fonction définie sur une partie Q de R”.
(i) Ondit que f est continue en un point a € Q si chln}l fx) = f(a).

(ii) Ondit que f est continue sur Q si elle est continue en tout point de Q.

Jérome VON BUHREN
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Exemple 7 : Pour tout i € [1, p], la fonctions f; : RP — R définie par f; : (xi,...,xp) — x; est continue sur R”.

Proposition 2: Soient f: Q — R et g:Q — R deux fonctions continues définies sur une partie Q de R”.

(i) Pourtout A € R, les fonction f + Ag et fg sont continues sur Q.

(i) Silafonction g ne s’annule pas sur Q, alors la fonction ]—t est continue sur Q.

(iii) La composée de deux fonctions continues est une fonction continue.

Exemples 8 :

a) Les fonctions polynomiales f : R? — R sont continues sur R”. Par exemple, la fonction (x, y) — 3x3y + x?y3
est continue sur R?.

b) Les fonctions rationnelles sont continues sur leur ensemble de définition. Par exemple, la fonction définie
par (x, ) — (x%+y%) ™" est continue sur B2\ {(0, 0)}.

ATTENTION : Une fonction f : Q — R continue par rapport a chacune de ses variables n’est pas nécessairement
continue. Par exemple, si on considére la fonction f : R> — R définie par

s y) £0,0
f(x, y) - x2 + y2 4 )
0 si (x,y) =(0,0),

alors x — f(x, yo) est continue sur R pour tout yy € Ret y — f(xo, y) est continue sur R pour tout xp € R. Cependant,
la fonction f n’est pas continue en (0, 0) car la fonction vectorielle ¢ — (t, f) est continue, mais on a

2

1 1
——— —#0=f(0,0).

VieR", tL)=— =
fen 212 2 t—0 2

Proposition 3 : Soit f : R” — R une fonction continue.
(i) Lensemble f_1 (10, +oo[) = {x e R | f(x) > 0} est une partie ouverte de R”.
(ii) Lensemble f~1([0,+oo[) = {x € R” | f(x) > 0} est une partie fermée de R”.

(iii) Lensemble f~1({0}) = {x € R | f(x) = 0} est une partie fermée de R”.

Remarque 7 : On peut généraliser la proposition précédente .
(i) SiIestun intervalle ouvertde R, alors f~'(I) = {x € R” | f(x) € I} est une partie ouverte de R”.

(i) SiIestunintervalle fermé de R, alors f ) ={xeR”| f(x) € I} est une partie fermée de R”.

Exemples 9:
a) Lensemble {(x,y) € R?| y < x?} est une partie ouverte de R?.
b) Lensemble {(x, y) € R? | sin(y) < cos(x)} est une partie fermée de R2.

c) Lensemble {(x,y) € R? | y?x> = exp(x)} est une partie fermée de R>.

Théoreme des bornes atteintes : Si f : QO — R est une fonction continue définie sur une partie fermée et bor-
née Q de R”, alors la fonction f est bornée sur Q et elle atteint ses bornes.

DEMONSTRATION ADMISE
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II.C - Dérivées partielles d’ordre 1

Dans cette partie, on note 4 = (ey,..., ep) la base canonique de RP.

Définition (Dérivées partielles d’ordre 1) : Soit f: Q — R une fonction définie sur une partie Q2 de RP.

On appelle dérivée partielle d’ordre 1 de la fonction f en un point intérieur a € Q par rapport a la i-eme variable

ou i € [1, p]), sous réserve d’existence, le nombre
of

a—xi(a) =0if(a)= ltlg(l)
t#0

fla+te) - f(a)
. .

Remarques 8:

0 0
a) Dansle cas ol p = 2, les dérivées partielles d’ordre 1 sont notées 6_f et O_f
X y
Par définition, pour tout point a = (xy, yo) € U, on a sous réserve d’existence des limites que
of . fxo+t,y0) — f(x0, ¥0) of . fxo,yo+ 8 — f(x0, ¥0)
a(xo,yo) = ltlg% ; et a—y(xo, Yo) = ltg% . .

t#0 t#0

b) La dérivée partielle d’ordre 1 de f au point a par rapport a la i-éme variable est par définition la dérivée en 0
de la fonction d’'une variable

t— fla+te)=f(ay,...,ai-1,a;+,ais1,...,an).

En conséquence, pour justifier 'existence et calculer les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs va-
riables, on peut utiliser les regles usuelles pour une fonction d'une variable.

Illustration: On considére la surface représentative d'une fonction f : U — R admettant des dérivées partielles en
un point (xo, yo) € U < R?. Les dérivées partielles de la fonction f au point (xo, yo) sont les dérivées des fonctions
réelles d'une variable x — f(x, y) en xo et y — f(xp, ¥) en y, tracées ci-dessous.

f(x()ryo)

Jérome VON BUHREN
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Exemple 10 : On définit f: R?> — R par f : (x,y) — 3x?y + 2x +sin(y). Pour tout y € R, la fonction x — f(x, y) est
dérivable sur R, donc la dérivée partielle de f par rapport a la premiere variable existe et on a

2 Of
Vix, ) eR°, —(x,y)=6xy+2.
0x
De méme, pour tout x € R, la fonction y — f(x, y) est dérivable sur R, donc la dérivée partielle de f par rapport a
la seconde variable existe et on a of

V(x,y) € R?, a(x, y) = 3x% + cos(y).

Définition (Fonction de classe ') : Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U de R”.
On dit que f est de classe ¢! sur U si ses dérivées partielles d’ordre 1 existent en tout point de U et si elles sont
continues sur U.

Proposition 4 : Soient f: U — Ret g: U — R deux fonctions de classe ¢! définies sur un ouvert U de RP.

(i) Pour tout A € R, les fonction f + Ag et fg sont de classe €' sur U.

(ii) Silafonction g ne s’annule pas sur U, alors la fonction Z est de classe ¢! sur U.

(iii) La composée de deux fonctions de classe €' est une fonction de classe .

DEMONSTRATION ADMISE

Exemples 11:
a) Les fonctions polynomiales f : R” — R sont de classe ¢! sur R”.

b) Les fonctions rationnelles sont de classe %! sur leur ensemble de définition.

Définition (Gradient) : Soit f : U — R une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert U de RP.
Le gradient de f en un point a € U est le vecteur
of of

Vf(a): E((Z),...,E(ﬂ) E[Rp.
1 p

Exemple 12: Lapplication f: (x, y) — xy est de classe €’ sur R? et on a V f(x, y) = (y, x) pour tout (x, y) € R?.

Formule de Taylor-Young a Pordre 1 : Soit f : U — R une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert U de R”.
Pour tout point a € U et tout v = (vy,...,Vp) € RP,on a

fla+v) = fla)+ Za—(a)vi +o(lvl).
v— RP 7

i=1 i

DEMONSTRATION ADMISE

Remarque 9: En reprenant les notations du théoreme précédent, I'application linéaire d,, f : R” — R définie par

P a
VveRP, d,f(v)= Za—)j;(a)vi =(Vf(a) | v)

i=1 !

s’appelle la différentielle de f au point a (hors programme en mathématiques). En physique, on utilise la notation

p af
df =) —dux;.
f ;axi i

http://vonbuhren.free.fr


http://vonbuhren.free.fr

Chapitre 8 - Fonctions de plusieurs variables

IL.D - Dérivées partielles et composées

Définition (Dérivée selon un vecteur) : Soit f: Q — R une fonction définie sur une partie Q de R”.
On appelle dérivée de f en un point intérieur a € Q selon le vecteur v € R”, sous réserve d’existence, le nombre
. (a+tv)-f(a)
Dy f(@=lim L4 =1@
t—0 t
t£0

Remarques 10:

a) Ladérivée de la fonction f au point a selon un vecteur v € R” est par définition la dérivée en 0 de la fonction
d’'une variable t — f(a+ tv).

b) La i-eme dérivée partielle de la fonction f est par définition la dérivée de f selon le i-éme vecteur de la base
canonique de RP.

Proposition 5: Soit f: U — R une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert U de R”.
La fonction f admet une dérivée selon tout vecteur v € R” et on a I’égalité

VveRP, D,f(a)=(Vf(a)lv).

Théoreme 1 (Régle de la chaine) : Soit y = (x1,...,Xp) : I — R? une fonction vectorielle de classe ¢’ Usur un
intervalle I de R. Si f : U — R est de classe ¢! sur un ouvert U de R” et si f est composable avec v, alors la
fonction

F=(foy):I-R, F:t—(foy)t)=fx(D),...,xp(1)

est de classe €’! sur I et pour tout € I, ona

P g
F=(Vf@lym)=Y a—)f(xl(t),...,xp(t)) X))
i=1 9Xi

Remarques 11:

a) Par abus de notation, on écrit parfois cette relation sous la forme réduite

OF_of on . of %%
or 0x; Ot ox, o0t

b) La formule précédente peut aussi s'interpréter comme la dérivée de la fonction f le long de la courbe para-
métrée par y.

Exemple 13 : Soit f : R?> — R une fonction de classe €}. En appliquant le théoréme précédent, on obtient que
lapplication F : ¢ — f (%, £3) est de classe ¢! et que

of af
VieR, F'(n)=2r2L 2’3 29 2,3_
te (1) tax(t ) +3t Oy(t t°)

Jérome VON BUHREN
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Théoréme 2 : Soient x: O — Ret y: O — R deux fonctions de classe ¢! sur un ouvert O de R?.
Si f: U — Restde classe ¢! sur un ouvert U de R? et si f est composable avec (x, y) : O — R?, alors la fonction

F:0—-R, F:(uv)— fx(uv),yu,)

est de classe ¢! sur O et pour tout (1, v) € O, ona

a—F(u, V) = a—f(x(u, v),yu,v))- a—x(u, V) + a—f(x(u, v),yu,v)- a—y(u, v),
ou 0x Oou oy ou
G—F(u, v) = ﬂ(x(u, v),yu,v))- a—x(u, V) + g(x(u, v),yu,v))- a—y(u, V).
ov 0x ov o0y ov

Remarque 12 : Par abus de notation, on écrit parfois ces relations sous la forme réduite

OF _of ox of oy OF _of ox of oy
du 0x ou dy Ou’ ov  0x ov dy ov’

Exemple 14 (Transformation linéaire) : Sion écrit x = au+ bv et y = cu+ dv avec un quadruplet (a, b, c,d) € R4,
alors on a les dérivées partielles
0x oy 0x oy
-— =a, -— =, _= l’), —_— =
ou a ou ¢ ov ov

Si f:R? — R est une fonction de classe %!, alors la fonction F : R? — R définie par

d.

Y(u,v) eR?,  F(u,v) = flau+bv,cu+dv)

est de classe €' eton a

OF = a® oy e OF =% (5 + 2
au(u,v)—aax(x,y)+cay(x,y), av(u,v)—bax(x,y)+day(x,y).

Exemple 15 (Coordonnées polaires) : Sion écrit x = r cos(0) et y = r sin(0), alors on a les dérivées partielles
0 0 0 0
G_Jrc = cos(0), 6_Jr/ =sin(0), £ = —rsin(@), % =rcos(0).

Si f:R?> — Rest de classe €, alors la fonction F : R* x R — R définie par
V(r,0) eR; xR, F(r,0) = f(rcos(0),rsin(6))

est de classe ¥ eton a

oF of . O0f oF
P (r,0) = cos(0) ix (x,y) +sin(0) 3y (x, ), 30 (r,0) = —rsin(0)

of
0x

(x,y)+rcos(9) G_f (x,y).
oy
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ILE - Dérivées partielles d’ordre 2

Définition (Dérivées partielles 2) : Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U de R”.
Les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f sont, sous réserve d’existence, les dérivées partielles d’ordre 1

0 0
des applications 6_){1’ e é.

0 (0
Notation : La fonction — (—f) =0;(0; f) estla i-eme dérivée partielle de la j-eme dérivée partielle de f. On la
x; \0x;
2e
note plus simplement e oud;;f.
i0xj

02 0° 0° 0°
Remarque 13 : Dans le cas ol p = 2, les dérivées partielles d’ordre 2 sont notées —f, —f, f et —f
0x?’ 0xdy’ 0ydx — dy?

Définition (Fonction de classe 4) : Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert U de R”.
On dit que f est de classe €2 sur U si ses dérivées partielles d’ordre 2 existent en tout point de U et si elles sont
continues sur U.

Proposition 6: Soient f: U — Ret g: U — R deux fonctions de classe ¢ définies sur un ouvert U de R

(i) Pour tout A € R, les fonction f + Ag et fg sont de classe ¢’ sur U.

(ii) Sila fonction g ne s'annule pas sur Q, alors la fonction g est de classe €2 sur U.

(iii) La composée de deux fonctions de classe %2 est une fonction de classe 2.

DEMONSTRATION ADMISE

Exemples 16 :
a) Les fonctions polynomiales f : R” — R sont de classe € sur R”.

b) Les fonctions rationnelles sont de classe %2 sur leur ensemble de définition.

Théoréme de Schwarz: Si f: U — R est une application de classe 4 définie sur un ouvert U de R”, alors

0 f _ 0’ f

6x,'5x]' B axjax,- ’

Y@, ) e[1,p]?

DEMONSTRATION ADMISE
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II.F - Extremums d’une fonction de deux variables

Définition (Extremum global) : Soit f : Q — R une fonction définie sur une partie Q de R?.

(i) Ondit que la fonction f admet un maximum global en un point (x, ) € Q et que f(xp, ¥o) estle maximum
global de la fonction f si f(x, y) < f(xo, yo) pour tout (x, y) € Q.

(ii) Ondit que la fonction f admet un minimum global en un point (xy, yp) € Q et que f(xp, yo) estle minimum
global de la fonction f si f(x, y) > f(xp, yo) pour tout (x, y) € Q.

(iii) Onditquelafonction f admetun extremum global en un point (xg, yo) € Q et que f (xo, yo) est un extremum
global de la fonction f si elle admet un maximum global ou un minimum global en (xg, y).

Définition (Extremum local) : Soit f : Q — R une fonction définie sur une partie Q de R?.

(i) On dit que la fonction f admet un maximum local en un point (x, o) € Q et que f(xp, yo) €st un maximum
local de la fonction f s'il existe un réel r > 0 tel que

Y(x,y) € B((x0,50),7)NQ, f(x,y) < f(x0,y0).

(ii) Ondit que la fonction f admet un minimum local en un point (xy, yp) € Q et que f(xp, yo) est un minimum
local de la fonction f s'il existe un réel r > 0 tel que

Y(x,y) € B((x0,¥0),7)NQ,  f(x,¥) = f(x0,0).

(iii) On dit que f admet un extremum local en un point (x, yp) € Q et que f(xp, ¥o) est un extremum local de la
fonction f si elle admet un maximum local ou un minimum local en (xy, o).

Illustration : On peut repérer les extremums d'une fonction sur sa surface représentative comme ci-dessous.

2 / Maximums locaux

Maximum R
global ~

7

I

\‘!!/ﬂ/ |

Remarques 14 :
a) Un extremum global est aussi un extremum local.

b) Laréciproque de cette propriété est fausse comme on peut I'observer sur la surface précédente.
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Définition (Point critique) : Soit f: U — R une fonction de classe "' définie sur un ouvert U de R?.
On dit que a € U est un point critique de f sile gradient V f(a) est nul.

Exemple 17 : La fonction f: (x, y) — xy admet (0,0) pour unique point critique.

Proposition 7 : Soit f : U — R une application de classe "' définie sur un ouvert U de R?. Si f admet un extre-
mum local en un point (xy, yo) € U, alors (xp, yo) est un point critique de f.

ATTENTION : La réciproque de la proposition précédente est fausse. Par exemple, si on considére f : R> — R
définie par f(x,y) = x% - yz, alors (0,0) est un point critique de f, mais f n'admet pas d’extremum local en (0, 0).
On peut tracer la surface représentative de f.

Définition (Point col) : Soit f: U — R une fonction de classe %’* définie sur un ouvert U de R?.
On dit que (xo, yo) € U est un point col de f si c’est un point critique de f et que f n"admet pas d’extremum local
en ce point.

Remarque 15: On dit aussi que (xy, yp) est un point selle de f.

Exemple 18 : Lapplication (x, y) — x? — y? admet un point col en (0,0).

Formule de Taylor-Young a lordre 2 : Soit f : U — R une fonction de classe ¢’ définie sur un ouvert U de R
Pour tout point (xg, yo) € U et tout (h, k) € R2, ona

0 0
fxo+h,yo+k) f(xo,yo)+(é(xo,yo)h+£(xo,yo)k

1 (62 0 0
+E(#;(XO,J’O)W+20xgy(x0,J’0)hk+ a—y};(xo,yo)k2 +o(llth, )I1?).

(h,k)—(0,0)

DEMONSTRATION ADMISE
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Définition (Matrice hessienne) : Soit f : U — R une fonction de classe ¢’ définie sur un ouvert U de R”.
2

La matrice hessienne de f au point a € U est la matrice Hy(a) = ( (a)) .
axiaxj (i, )e[1,p]?

Remarque 16 : En particulier, pour p =2 et a = (xg, yo) € U,on a

0? g
@(XO;YO) axay (X(), J’O)

Hp(x0, y0) = € Mo ([R).
02f sz

dyox (x0, yo) a—yz(xo,yo)

On déduit du théoreme de Schwarz que la matrice hessienne H(xo, yo) est symétrique réelle, donc elle est diago-
nalisable dans .#>(R) par le théoréme spectral.

Théoréme 3 : Soit f : U — R une fonction de classe %’ définie sur un ouvert U de R?. On suppose que f admet
un point critique (xo, yo) € U. On note A € R et 1 € R les valeurs propres de la matrice H(xo, yo).

(i) SiA>0etpu>0,alors f admet un minimum local en (xg, yp)-
(i) SiA<O0etu<0,alors f admet un maximum local en (xg, y)-

(iii) SiAu <0, alors f admet un point col en (xg, ¥o)-

ATTENTION : Si au moins une des valeurs propres de la matrice Hr(xo, yo) est nulle, on ne peut pas conclure.

Comme nous savons que det (H ' (xo, ¥0)) = Ap et que tr(H +(xo, ¥0)) = A + g, nous pouvons reformuler le résultat
précédent avec le déterminant et la trace de la matrice hessienne de f au point (xo, y).

Corollaire 1 : Soit f : U — R une fonction de classe 4 définie sur un ouvert U de R?. On suppose que f admet
un point critique (xop, yo) € U.

(i) Sidet(Hjp(xo,y0)) >0 ettr(Hs(xo,y0)) >0, alors f admet un minimum local en (xg, yo).

(ii) Sidet(Hf(xo,y0)) >0 ettr(Hp(xo,y0)) <0, alors f admet un maximum local en (xo, o).

(ili) Sidet(H;(xo, o)) <0, alors f admet un point col en (xg, yo).

Exemple 19: On souhaite étudier les extremums de 'application f : R? — R définie par
Vix,y) ER?,  flx,y) =xt+y —4xy.

Lapplication f est de classe 4 sur la partie ouverte R?. D’apres la proposition 7, les extremums se trouvent en
des points critiques de f. Un point (x, y) € R? est un point critique de f si et seulement si

of —0
a(x,.}’) - 4x3_4y =0 y :xs
Vfxy) =0 < © 2 < { 9

of _ 4y3—4x =0 ) o=x

—(xy) =0

dy

On en déduit que les points critiques de f sont (0,0), (1,1) et (—1,—1). La matrice hessienne de f en (xp, yp) est
12x> -4
Hp(xo, y0) = ( _40 12y(2,) € > (R).

* En (xo, o) = (0,0), on a det(Hf(xo, yo)) =-16 <0, donc f admet un point col en (0, 0).

* En (xg, yo) = £(1,1), on adet (H{(xo, yo)) = 128 > 0 et tr (Hf(xo, yo)) = 24 > 0, donc f admet un minimum local
en *=(1,1). La valeur de ce minimum local est f(1,1) = f(-1,-1) = 2.
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(1M1l Fonctions de p variables a valeurs dans R”

Dans cette partie, on étend succinctement quelques unes des notions vues dans la partie précédente au cadre des
fonctions a valeurs dans R”.

Si f: Q — R" est une fonction définie sur une partie Q de R”, alors elle s’écrit de maniére unique sous la forme
f=U1,....fn) avec fi,...,fn:Q—-R.

Exemple 20 : La fonction f: R? — R? définie par
V(r,0) eR?,  f(r,0) = (rcos(®),rsin(®))

s'écrit f = (f1, f>) out les fonctions f; : R? — R et f, : R? — R sont définies par

V(r,0) eR?,  fi(r,0) =rcos@) et fo(r,0)=rsin(®).

III.A - Limite et continuité

Définition (Limite en un point) : Soit f: Q — R" une fonction définie sur une partie Q de R”.
On dit que f a pour limite le n-uplet £ = (¢,...,¢,) € R" en un point a € R” adhérent a Q si

Yke [[l,n]], chi_l’}’}lfk(x) =/l.

Dans ce cas, on note lim f(x) = 2.
X—a

Définition (Continuité) : Soit f: Q — R" une fonction définie sur une partie Q de R”.

(i) Ondit que f est continue en un point a € Q si les fonctions fj, ..., f;; sont continues en a.

(ii) Ondit que f est continue sur Q si les fonctions fi, ..., f; sont continues sur Q.

III.B - Dérivées partielles

Définition (Dérivées partielles d’ordre 1) : Soit f: U — R" une fonction définie sur un ouvert U de RP.
On appelle dérivée partielle d’ordre 1 de f au point a € U par rapport a la i-eme variable ot i € [1, p], sous
réserve d’existence, le vecteur

of of 0fn

0_x,~(a) = a—xi(a),---,a—xi(a) .

Définition (Fonction de classe ') : Soit f: U — R" une fonction définie sur un ouvert U de R”.
On dit que f est de classe ¢’ sur U si les fonctions fi, ..., f, sont de classe " sur U.

Définition (Dérivées partielles 2) : Soit f: U — R” une fonction définie sur un ouvert U de R”.
Les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f sont, sous réserve d’existence, les dérivées partielles d'ordre 1

0 0
des applications —f, e —f
0x; 0xp

Définition (Fonction de classe €2) : Soit f: U — R" une fonction définie sur un ouvert U de R”.
On dit que f est de classe 4 sur U si les fonctions fi,..., f,, sont de classe € sur U.
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Meéthodes

IV.A - Résoudre une équation aux dérivées partielles

Il n’y a pas de méthode générale de résolution pour les équations aux dérivées partielles. On utilise souvent des
changements de variable qui sont donnés dans les énoncés. Nous allons traiter plusieurs exemples.

Exemple 21 (Transformation affine) : On souhaite déterminer les fonctions f : R? — R de classe %! vérifiant

of of
—+——=F. E
0x Oy ! (5)
Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise le changement de variable
wo=@rypx-y o wy=("2F)
) - y) J/ ) y - 2 j] 2

D’apreés le théoréme de dérivation d'une composée, la fonction F : R? — R définie par

V(u, v) €R?, F(u,v)zf(u+v =)

’

2 2
x y
est de classe €1 eton a
OF of 0x of oy 1 (a f of
P ’ = 7 X, N » +— (X, N » =~ |7z, +—(X, .
au(u v) o (x,y) au(u V) dy (x,y) au(u V) 2 ax(x ¥) ay(x y)
On en déduit que f est solution de (E) si et seulement la fonction F vérifie
OF 1
ou 2

En remarquant que cette derniére est une équation différentielle d’ordre 1 en la variable u, on en déduit que f est
solution de (E) si et seulement si il existe une fonction 4 : R — R de classe %! telle que

V(u,v) eR, F(u,v) = h(v) exp(g).
Finalement, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
X+
f:y)— h(x—y)exp(—y)
2
ol1 : R — R est une fonction de classe €.

Exemple 22 (Coordonnées polaires) : On souhaite déterminer les fonctions f :R* x R — R de classe ¢! vérifiant

of of _
x6x+y6y -

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise les coordonnées polaires (x, y) = (r cos(0), r sin(9)).

0. (E)

T
D’apres le théoréme de dérivation d’'une composée, la fonction F: R} x ] ~35 [ — R définie par

V(r,0) €R* x

T T .
_E’E[’ F(r,0) = f(rcos(8), rsin(@))

X y
est de classe ! et on a
OF  df ox of dy
ar (r,9)—ax(x,y) r (r,9)+ay(x,y) 3 (r,0)
~ of . of _1( of of
=cos(0) ax(x,y)+sm(9) 3y (x,y) = . ax(x,y)+ y ay(x,y) .
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On en déduit que f est solution de (E) si et seulement la fonction F vérifie

OF . oF .
6r or

T 7
Ainsi, la fonction f est solution de (E) si et seulement si il existe g: ] 23 [ — R de classe €! telle que

V(1,0) €R? ]_g g[ F(r,0) = g(0).
Comme 6 = Arctan(y/x) pour tout (x, y) € R} xR, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
f:x,y)—g (Arctan (%))
oll g:]1—n/2,7/2[ — R est une fonction de classe ¢"'.

Exemple 23 (Une équation aux dérivées partielles d’ordre 2) : On souhaite déterminer les fonctions f : R — R
de classe ¢ vérifiant
*f _,f  &f
— =2 +—==
0x? 0xd0y dy?

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise le changement de variable

(E)

(wv)=xx+y) < xy)=Wwv-u.
D’aprés le théoréme de dérivation d'une composée, la fonction F : R? — R définie par

2 = —
V(u,v) € R, F(u,v)—f(\Lﬁ_‘,v u)
x oy

est de classe €2 et on a

oF . _0f ox of .oy _of . of
au(u,V)—ax(x,y) au(u. v)+ay(x,y) au(u,v)—ax(x,y) ay(x,y).

En appliquant une seconde fois la formule de dérivation, on obtient que

62 0 6 6 0 6
O0x \0x oy \ox

2 2
f(x y) - f (x y)+—f(x,y).

On en déduit que f est solution de (E) si et seulement la fonction F vérifie

0°F
ou?

Ainsi, la fonction f est solution de (E) si et seulement si il existe deux fonctions &, k : R — R de classe %™ telles que
V(u,v)€R?,  F(u,v)=h)u+ k).
Finalement, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
f:x,—hlx+py)x+kx+y).

ou h:R— Ret k:R — R sont deux fonctions de classe 2.
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IV.B - Déterminer les extremums globaux d’une fonction de deux variables
On consideére une application f: Q — R de classe 4! o1 Q est une partie non vide de R? fermée et bornée. La
méthode ci-dessous permet de déterminer les extremums globaux de I'application f sur Q.

1) On vérifie que Q est une partie fermée et bornée de R? et que f est une application continue, ce qui justifie
que f admet un maximum et un minimum sur Q par le théoréme des bornes atteintes.

2) En notant U l'intérieur de Q, on justifie que I'application f est de classe ¢’ sur 'ouvert U. On détermine les
points critiques de I'application f : U — R, puis on calcule I'image par f de chacun de ces points.

3) Ondétermine les extremums del'application f : 9Q) — R en se ramenant al’étude de fonctions a une variable.

4) On conclut en comparant les différentes valeurs de f trouvées.

Exemple 24 : On souhaite déterminer le maximum de la fonction f : [0,1]?> — R définie par

X+y

) __ Xty
V(x,y)€[0,11%, f(x,y)= A+x2)1+y2)

1) La fonction f est continue sur Q = [0,1]? qui est fermée et bornée, donc elle admet un maximum sur [0, 1]?
par le théoreme des bornes atteintes.

2) Lafonction f est de classe &' sur ouvert U =10, 1[2. Les points critiques de f sur U sont les solutions de

af l_zxy_xz

S\ = 0 - -y - 0
V=0 o { % - o ] a+x®2a+?

of 1-2xy— )2

S\ =0 - =y g

ay (x,7) (1+x2)(1+y2)2

Ce systéme admet le couple (1/+/3,1/v/3) comme unique solution dans U = ]0,1[?, donc c’est le seul point
critique de 'application f dans U. La valeur de f en ce point est
f( 1 1 ) _3v3
V3'V3) 8
3) Les points de 0Q s’écrivent sous la forme (0, t), (£,0), (1, f) ou (£,1) avec ¢ € [0, 1]. On en déduit que les valeurs
prises par I'application f sur Q2 sont exactement les valeurs prises sur [0, 1] par les fonctions

h]ItHf(O,t), hz:t'—'f(t,O), hg:t’—’f(l,t) et h42t'—>f(t,1).

Pour tout ¢ € [0,1], on a les expressions

1+¢

t
hl(t)—hz(t)—l— m

et hs(0=hi() =

En effectuant des études de fonctions d’'une variable, on obtient les tableaux de variations suivants.

t | 0 1 t |0 VZ-1 1

% V2+1
hl / h3 / 4 \

1
0 2

N =

On en déduit que le maximum de f sur 6Q est

1 V2+1| v2+1
2" 4 | 4

-

et qu’il est atteint aux points V2-1,Det(1,vV2-1).
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4) On conclut que le maximum de f sur Q = [0,1]? est

3v3 v2+1)| 3V3
8 4 | 8

IIlélX(f) = max

1 1
et qu’il est atteint au point (—, —)
V3 V3

On peut tracer la surface représentative de la fonction f.

- e
P TS~
i g
8 ”I””’.. 7

///”/”””"I:.
777
T

[ 777~~~
7~

1

L 10

V3 y
X

Il n’est pas évident d’observer sur le graphique ci-dessus que la valeur que nous avons trouvée est bien le maxi-
mum de la fonction f. Il est plus facile de le constater en utilisant les deux angles de vue suivants.
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