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m Espaces préhilbertiens réels

m Produit scalaire et norme

Exercice 1: Onnote E = €1 ([0,1],R) et on définit ¢ : E> — R par

1
V(f,8) € E?, (p(f,g)=f(0)§,’(0)+fO fl(ng'(nde.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2. Calculer le produit scalaire (cos | sin) et (Id | exp).
3. Calculer les normes || cos |, || sin ||, [[exp |
4

. Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire.
Exercice 2: On note E = R,[X] et on définit ¢ : E> — R par

V(RQ)€E*, ¢(PQ)=P0)Q(0)+P(1)Q()+P2)Q().

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2. Calculer (X2+1|X%+X+Det(X2-3X[2X-1).
3. Calculer || X%+ 1|, | X2+ X + 1| et [|2X%2 =5X]|.

Exercice 3 : Soient E = R? et (a, b, ¢, d) € R*. On définit ¢ : E> — R par

@((x1,%2), (Y1,¥2)) = ax1y1 + bx1y2 + cxay1 + dx2 ).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, ¢, d) € R* pour que ¢
soit un produit scalaire sur R?.

Exercice 4: Soient E un espace préhilbertien réel, a € E un vecteur unitaire et un
scalaire k € R. On définit ¢ : E x E — R par

Vx,y) € E*, @,y = x|y +kxla)yla).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur k pour que ¢ soit un pro-
duit scalaire sur E.

Exercice 5: Soit E un espace préhilbertien réel. Montrer que

Vix,y) € E%, 2+x+yl* <2(1+1x1%) (1+1yl?).

Exercice 6: Soit (x,y,z) € R3 tel que x%+ y2 +z2<1.
1. Montrer que (x+2y+ ?;z)2 < 14.

2. Ftudier le cas d’égalité.

Exercice 7: Soit (x,y,2) € R3 tel que 2x% + y2 +5z2 < 1.
1. Montrer que (x+ y + 2)2 <17/10.

2. Ftudier le cas d’égalité.

Exercice 8: Soit (x,...,x,) € R™.

1. Montrer que

2. Ftudier le cas d’égalité.

Exercice 9: Soit f:[0,1] — R continue et positive. Pour tout n € N, on note

1
I, :f t" f (1) dr.
0

Montrer que pour tout (m,n) N2, ona I2,, , < Iy on.
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m Orthogonalité

Exercice 10 : On munit R* du produit scalaire canonique. On considére les sous-
espaces vectoriels

F =Vect((1,0,1,-1),(0,1,1,0)), G =Vect((1,-2,1,0),(1,0,0,-1)).
1. Déterminer I'orthogonal des sous-espaces vectoriels F et G.

2. Déterminer une base orthonormée des sous-espaces vectoriels F et G.

Exercice 11 : On définit un produit scalaire ¢ : E? - Rsur E=Ry[X] par
V(BQ) e E?, @(P,Q)=P(0)Q(0)+P(1)Q(1) +P(2)Q(2).

On considere également les ensembles
1
F={PeRy[X]|P(0)=0} et G= {PE[RZ[X] | f P(t)dt:O}.
0

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
Déterminer une base de F et une base de G.
Déterminer I'orthogonal de F et I'orthogonal de G.

Montrer que % = (X(X-1), X(X—-2),(X-1)(X-2)) est une base orthogonale
de E. En déduire une base orthonormée de E.

A

Exercice 12: On note E = R,[X] et on considere le produit scalaire

1
vm@eﬁ,uw@=ﬁpmmnm

Déterminer une base orthonormée de E.

Exercice 13 : On définit ¢ : .#,(R)*> — R par
V(A B) € #,(R)?, @(AB) =tr(AB).
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur ., (R).

2. Montrer que .#;,(R) = %, (R) é 2y (R).

3. Montrer que pour toute matrice A € .#,(R), on a tr(A)> < ntr(AT A). Préciser
les cas d’égalité.

4. Montrer que F = {M € .#»(R) | tr(M) = 0} est un sous-espace vectoriel de
I'espace vectoriel .4, (R). Préciser sa dimension.

5. Déterminer Ft.

Exercice 14 : Pour tout (B Q) € R[X]?%, on définit
1 2n i .
wm@=—f P(e")Q(e™)dr.
27 Jo

1. Montrer que pour tout (P, Q) € [R[X]Z, ona@(PQ)eR.
2. Montrer que ¢ : R[X] x R[X] — R est un produit scalaire sur R[X].
3. Montrer que (X"),en est une base orthonormée de R[X].

Exercice 15 : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilber-
tien réel E. Montrer que

1. (F+G)*=FtnGt
2. FL+ Gt c(FNnG)t avec égalité si E est euclidien.

3. Fc (F1)* avec égalité si E est euclidien.

Exercice 16 : Soit E un espace préhilbertien réel. Soit (u, v) € E? vérifiant
ViteR, |lu+tv|=|ull.

Montrer que u et v sont orthogonaux.
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Exercice 17 : Soient E un espace euclidien et u € .Z (E) vérifiant
VxeE, (ulx)|x)=0.
1. Montrer que (u(x) | y) = —(x | u(y)) pour tout (x, y) € E.

1
2. Montrer que E = Ker(u) @ Im(u).

Exercice 18 : Soit (ey,...,e;) une base orthonormée d'un espace euclidien E.
Pour tout endomorphisme f € % (E), montrer que

tr(f) =) (flei) | e).
i=1

Exercice 19 : Soit E un espace euclidien, et (ey, ..., e;) une famille de n vecteurs
unitaires de E tels que, pour tout x € E, on a

n
2 2
x> =) (x]ex)?.
k=1

Démontrer que (ey, ..., e,) est une base orthonormée de E.

Exercice 20 - Polynomes de Legendre : On définit ¢ : R[X] x R[X] — R par

1

VIBQERIX]®, ¢(RQ) = f PO dr.
Pour tout n € N, on définit le n-iéme polyndme de Legendre par
P,(X) = [(x*-1"]".

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
2. Montrer que (Py) 5en €St une base orthogonale de R[X].

3. Montrer pour tout n € N que

P,ll=2"-n! .
| Pyl 1

Exercice 21 - Polynémes de Laguerre : On définit ¢ : R[X] x R[X] — R par

+00
V(PQ)eRIXI2, @(PQ) =f0 P(HO(De " dt.

Pour tout n € N, on définit &, : R — R par hy,(x) = x"e™* pour tout x € R.
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
2. Montrer que pour tout z € N, il existe un unique polynéme L, € R[X] tel que

VxeR, A" (x)=Ly(x)e™.

3. Montrer que (Ly)zen €st une base orthogonale de R[X].

4. Montrer pour tout n € N que || L, || = nl.

Exercice 22 - Polynomes de Tchebychev: On définit ¢ : R[X] x R[X] — R par

L P(1)Q(1) dr
-1 ‘/I_Z-Z ’

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

V(PQ) eR[X]?, ¢@(PQ)=

2. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polyndéme T;, € R[X] tel que
VxeR, Ty(cos(x))=cos(nx).
3. Montrer que (Ty) zen €st une base orthogonale de R[X].

[m
4. Montrer que || Toll = /7 et que || Tyl = ) pour tout n € N*,

Exercice 23 : On note E = %([0,1],R) et on définit 'application ¢ : E x E — R par

1
V(f,g)EE* o(f, 8= fo f(ng(r) dt.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2. Montrer que F = {f € E| f(0) = 0} est un sous-espace vectoriel de E.
3. Montrer que Fi= {0}.
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m Projection orthogonale

Exercice 24 : On munit R? du produit scalaire canonique.
1. Déterminer la projection orthogonale sur H d’équation x —2y +z =0.

2. Calculer la distance de (a, b, ¢) € R3 au plan H.

Exercice 25 : On munit R* du produit scalaire canonique.

1. Déterminer la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel F d’équa-
tions
x+y+z+t = 0
{ x—y+z—-t = 0.

2. Calculer la distance de (a, b, ¢, d) € R* au sous-espace vectoriel F.

Exercice 26 : On munit R” du produit scalaire canonique. On considére un élé-
ment non nul (ay,...,a,) € R" et 'hyperplan

H={(x1,...,xn) €R" | @1 x1 + -+ + anx, = 0}.
Montrer que pour tout y € R”?, on a

dy, i) = LAV A

2 2
ai+---+aj

Exercice 27 : On considére le produit scalaire ¢ : E> — R sur E = R, [X] défini par
V(BQ) e E?, ¢(PQ) =P0)Q(0)+P(1)Q(1)+P2)Q(2).

1. Déterminer une base orthonormée de R; [X].
2. Déterminer la projection orthogonal de P = aX?+bX +ceRy[X] sur Ry [X].
3. Calculer la distance de X? a R; [X].

Exercice 28 : Soient n €N et ay,...,a, € R des nombres deux a deux distincts. On
définit une application ¢ : R, [X] x R, [X] — R par

n
V(BQ) eRLX?, @(BQ) =) Play)Qay).
k=0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

2. Calculer la distance d'un polyndme Q € R, [X] au sous-espace vectoriel

Zp(ak)zo}.

H= {PeRn[X]
k=0

3. Déterminer une base orthonormée de R, [X].

1
Exercice 29 : Déterminer le nombre inf (t2 —at- b)2 dr.
(a,b)er? Jo

Exercice 30 : Soit E un espace préhilbertien. Soit p € .Z (E) un projecteur tel que
VxeE, (px)|x)=0.

Montrer que p est un projecteur orthogonal.

Exercice 31 - Déterminant de Gram : Soit E un espace préhilbertien réel. Pour
toute famille (u,..., up) de vecteurs de E, on note G(uy, ..., up) le déterminant de
la matrice de .#, »(R) dont le coefficient d'indice (i, j) est (u; | u;).

1. Montrer que la famille (u,..., up) estliée si et seulement si G(uy,..., up) =0.

2. Montrer que si (ey,...,ep) est une base d'un sous-espace vectoriel F de E
alors pour tout x € E,

Glei,...,ep)-d(x,F)* = Gley,..., ep, X).

3. Montrer que
Gler,...,ep) <llerll®... lepll.
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