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Introduction

Une équation différentielle d’ordre n ∈N∗ est une équation dont l’inconnue
est une fonction y : I →Rd dérivable n fois et se présentant sous la forme

∀t ∈ I , f
(
t,y(t),y′(t), . . . ,y(n)(t)

)= 0

où f :Ω→Rd est une fonction continue sur une partie ouverteΩ

de R× (
Rd

)n+1
. Dans les applications, les fonctions représentent

généralement des quantités physiques, leurs dérivées représentent leurs
taux d’évolution et l’équation différentielle est une relation entre les deux.

Les équations différentielles jouent un rôle de premier plan dans de
nombreuses disciplines, notamment l’ingénierie, la physique, l’économie
et la biologie. Leur importance amena naturellement cette branche des
mathématiques à devenir l’une des plus importantes de nos jours.
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Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les équations différentielles linéaires
scalaires du second ordre et quelques méthodes de résolution de ces
équations dans certains cas favorables.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.
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I - Équations différentielles linéaires scalaires...

Dans cette partie, on fixe un intervalle I de R contenant au moins deux
points distincts et on considère des fonction continues a,b,c : I →K. Nous
allons étudier l’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 définie par

y′′+a(t)y′+b(t)y = c(t) (E)

dont l’inconnue est une fonction deux fois dérivable y : I →K.

Remarque 1

On sait résoudre l’équation différentielle (E) lorsque les fonctions a et b
sont constantes et la fonction c est de la forme c : t 7→ Aeλt où (A,λ) ∈K2.

Exemple 1

La tension uC aux bornes d’un condensateur dans un circuit RLC vérifie
l’équation différentielle

LC
∂2uC

∂t2 +RC
∂uC

∂t
+uC = U(t).
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... A - Problème de Cauchy

Rappelons qu’un problème de Cauchy est un système composé d’une
équation différentielle et d’une ou plusieurs conditions initiales.

Théorème de Cauchy

Soient t0 ∈ I et (y0,y1) ∈K2. Le problème de Cauchy
y′′+a(t)y′+b(t)y = c(t)

y(t0) = y0

y′(t0) = y1

admet une unique solution y : I →K.

DÉMONSTRATION

ADMISE

Remarque 2

La méthode d’Euler permet de construire une solution approchée du
problème de Cauchy.
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de l’ensemble des
solutions d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2.

Définition (Équation homogène)

L’équation homogène associée à l’équation différentielle (E) est l’équation
différentielle linéaire

y′′+a(t)y′+b(t)y = 0. (H)

Théorème de structure de l’ensemble des solutions

(i) L’ensemble des solutions de l’équation (H) est un sous-espace
vectoriel de dimension 2 de F (I ,K).

(ii) Si yp : I →K est une solution (particulière) de (E), alors les solutions de
l’équation (E) sont exactement les fonctions de la forme y = yh +yp

où yh : I →K est une solution de l’équation homogène (H).
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Remarque 3

On déduit du théorème précédent que si y1 : I →K et y2 : I →K sont deux
solutions de (H) non colinéaires, alors (y1,y2) est une base de l’ensemble
des solutions SH de (H). On en déduit que

SH = {
αy1 +βy2 : I →K | (α,β) ∈K2} .
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Exemple 2

On considère sur I = ]0,+∞[ l’équation différentielle suivante avec son
équation homogène associée :

y′′− 2

t2 y =− 3

t3 (E) et y′′− 2

t2 y = 0. (H)

Comme les fonctions t 7→ t−1 et t 7→ t2 sont des solutions de (H) non
colinéaires, on en déduit avec le (i) du théorème que les solutions de (H)
sont exactement les fonctions yh : I →R de la forme

yh(t) = α

t
+βt2 avec (α,β) ∈R2.
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Exemple 2

De plus, comme la fonction yp : t 7→ t−1 ln(t) est une solution de (E), on en
déduit avec le (ii) du théorème que les solutions de (E) sont exactement les
fonctions y : I →R de la forme

y(t) = α

t
+βt2 + ln(t)

t
avec (α,β) ∈R2.
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Proposition (Principe de superposition)

Soient c1 : I →K et c2 : I →K deux fonctions continues. On suppose
que y1 : I →K et y2 : I →K sont respectivement solutions des équations
différentielles

y′′+a(t)y′+b(t)y = c1(t) et y′′+a(t)y′+b(t)y = c2(t).

Alors pour tout (λ,µ) ∈K2, la fonction λy1 +µy2 : I →K est solution de
l’équation différentielle

y′′+a(t)y′+b(t)y =λc1(t)+µc2(t).
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Exemple 3

On souhaite résoudre sur I =R l’équation différentielle

y′′+2y′+y = 3e2t +e−t . (E)

• L’équation homogène (H) associée est y′′+2y′+y = 0. Comme il s’agit
d’une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients
constants, on peut considérer son équation caractéristique

r2 +2r+1 = 0.

Le discriminant de cette équation est nul et son unique racine
est r =−1, donc les solutions de (H) sont les fonctions yh :R→R de la
forme

yh(t) = (αt +β)e−t avec (α,β) ∈R2.
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Exemple 3

• Pour déterminer une solution particulière de (E), il suffit d’après le
principe de superposition de déterminer une solution de chacune des
deux équations différentielles suivantes

y′′+2y′+y = e2t (E1) et y′′+2y′+y = e−t . (E2)

1) Comme 2 n’est pas racine de l’équation caractéristique, on sait
d’après une propriété vue en première année que (E1) admet une
solution de la forme y1 : t 7→ Ae2t . En injectant y1 dans
l’équation (E1), on obtient que A = 1/9, donc une solution de (E1)
est

y1(t) = 1

9
e2t .
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Exemple 3

• Pour déterminer une solution particulière de (E), il suffit d’après le
principe de superposition de déterminer une solution de chacune des
deux équations différentielles suivantes

y′′+2y′+y = e2t (E1) et y′′+2y′+y = e−t . (E2)

2) Comme −1 est racine double de l’équation caractéristique, on sait
d’après une propriété vue en première année que (E2) admet une
solution de la forme y2 : t 7→ Bt2e−t . En injectant y2 dans
l’équation (E2), on obtient que B = 1/2, donc une solution de (E2)
est

y2(t) = 1

2
t2e−t .
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I - Équations différentielles linéaires scalaires... B - Structure de l’ensemble des solutions

Exemple 3

• Par le principe de superposition, on en déduit qu’une solution
particulière de (E) est

yp(t) = 3y1(t)+y2(t) = 1

3
e2t + 1

2
t2e−t .

Finalement, les solutions de (E) sont les fonctions y :R→R de la forme

y(t) = (αt +β)e−t + 1

3
e2t + 1

2
t2e−t avec (α,β) ∈R2.
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II - Méthodes de résolution

Lorsque l’équation différentielle (E) n’est pas à coefficients constants, il
n’existe pas de méthode de résolution systématique. Voici cependant
quelques techniques à connaître. Dans la majorité des exercices, on se
laissera guider par l’énoncé.
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II - Méthodes de résolution A - Recherche des solutions polynômiales

On peut déterminer les solutions polynomiales de (E) en procédant de la
manière suivante.

1) On détermine les degrés possibles pour une éventuelle fonction
polynomiale solution de (E).

2) On substitue dans l’équation (E) et on identifie les coefficients.
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II - Méthodes de résolution A - Recherche des solutions polynômiales

Exemple 4

Cherchons les solutions polynomiales de l’équation différentielle

t(t +1)y′′+ (t −1)y′−y = 0. (E)

Supposons qu’il existe une fonction polynomiale P de degré n ∈N solution
de (E). Si on note antn avec an ̸= 0 le terme dominant de P, alors le terme
dominant du polynôme

t(t +1)P′′+ (t −1)P′−P est (n(n−1)+n−1)antn.
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II - Méthodes de résolution A - Recherche des solutions polynômiales

Exemple 4

Comme P est solution de (E), on obtient donc

n(n−1)+n−1 = 0 ⇔ n2 −1 = 0 ⇔ n = 1.

Ainsi, P est de degré 1, donc il s’écrit P(t) = at +b avec (a,b) ∈K2. En
substituant dans (E), on obtient

(t −1)a− (at +b) = 0 ⇔ b =−a.

On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions

P(t) = a(t −1) avec a ∈R.

Remarque 4

Une équation différentielle n’admet pas nécessairement des solutions
polynomiales.
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II - Méthodes de résolution B - Recherche des solutions développables en...

On peut déterminer les solutions développables en série entière de (E) en
raisonnant par analyse et synthèse.

1) Analyse : On suppose qu’il existe une solution y de (E) sous la forme
d’une série entière admettant un rayon de convergence R > 0, i.e.

∀t ∈ ]−R,R[, y(t) =
+∞∑
n=0

antn.

2) En substituant y(t) dans (E), on détermine une relation de récurrence
pour les coefficients (an)n∈N.

3) Si possible, on détermine une expression explicite de (an)n∈N.

4) Synthèse : Réciproquement, on vérifie que la fonction obtenue à la fin
de l’analyse est bien définie.

a) Si le rayon de convergence de la série entière obtenue est nul,
alors il n’y a pas de solution de (E) développable en série entière.

b) Si le rayon de convergence R de la série entière est non nul, alors y
est une solution de (E) développable en série entière sur ]−R,R[.
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II - Méthodes de résolution B - Recherche des solutions développables en...

Exemple 5

Cherchons les solutions développables en série entière de l’équation
différentielle

y′′+2ty′+2y = 0. (E)

Analyse : On suppose qu’il existe une solution y de (E) sous la forme d’une
série entière admettant un rayon de convergence R > 0, i.e.

∀t ∈ ]−R,R[, y(t) =
+∞∑
n=0

antn.

En substituant dans (E), on obtient

+∞∑
n=2

n(n−1)antn−2 +2t
+∞∑
n=0

nantn−1 +2
+∞∑
n=0

antn = 0.
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II - Méthodes de résolution B - Recherche des solutions développables en...

Exemple 5

En effectuant un changement d’indice dans la première somme, on obtient

+∞∑
n=0

(n+2)(n+1)an+2tn +2
+∞∑
n=0

nantn +2
+∞∑
n=0

antn = 0

⇔
+∞∑
n=0

[(n+2)(n+1)an+2 + (2n+2)an] tn = 0.

Par unicité du développement en série entière, on en déduit la relation

∀n ∈N, (n+2)(n+1)an+2 + (2n+2)an = 0 ⇔ ∀n ∈N, an+2 =− 2

n+2
an.
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II - Méthodes de résolution B - Recherche des solutions développables en...

Exemple 5

On en déduit que l’on a l’expression explicite suivante

∀p ∈N, a2p = (−1)p

p!
a0 et a2p+1 = (−1)p4pp!

(2p+1)!
a1.

On conclut que si y est solution de (E), alors on a nécessairement

y(t) = a0

+∞∑
p=0

(−1)p

p!
t2p +a1

+∞∑
p=0

(−1)p4pp!

(2p+1)!
t2p+1

= a0 exp(−t2)+a1

+∞∑
p=0

(−1)p4pp!

(2p+1)!
t2p+1.
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II - Méthodes de résolution B - Recherche des solutions développables en...

Exemple 5

Synthèse : Les deux séries entières ci-dessus ont pour rayon de
convergence +∞. Ainsi, les solutions de (E) développable en série entière
sont les fonctions

y(t) = Aexp(−t2)+B
+∞∑
p=0

(−1)p4pp!

(2p+1)!
t2p+1 avec (A,B) ∈R2.

Dans ce cas, comme on sait d’après le cours que l’ensemble des solutions
est un espace vectoriel de dimension 2, on conclut qu’il n’y a pas d’autre
solution à l’équation différentielle (E) que celles ci-dessus.

PT* - Chapitre 16 - Équations différentielles linéaires du second ordre 23 / 28



II - Méthodes de résolution B - Recherche des solutions développables en...

Exemple 6

Cherchons les solutions développables en série entière de l’équation
différentielle

t2y′+ (t −1)y = 1. (E)

Analyse : On suppose qu’il existe une solution y de (E) sous la forme d’une
série entière admettant un rayon de convergence R > 0, i.e.

∀t ∈ ]−R,R[, y(t) =
+∞∑
n=0

antn.

En substituant dans (E) et en effectuant les changements d’indice adéquat,
on obtient

+∞∑
n=0

nantn+1 +
+∞∑
n=0

antn+1 −
+∞∑
n=0

antn = 1 ⇔ a0 +
+∞∑
n=1

[nan−1 −an] tn = 1.
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II - Méthodes de résolution B - Recherche des solutions développables en...

Exemple 6

Par unicité du développement en série entière, on en déduit la relation(
a0 = 1 et ∀n ∈N∗, nan−1 −an = 0

)
⇔

(
a0 = 1 et ∀n ∈N∗, an = nan−1

)
.

On en déduit que an = n! pour tout n ∈N. On conclut que si y est solution
de (E), alors on a nécessairement

y(t) =
+∞∑
n=0

n!tn.

Synthèse : Le rayon de convergence de la série entière ci-dessus est 0. Ainsi
l’équation différentielle (E) n’admet aucune solution développable en série
entière.
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II - Méthodes de résolution C - Méthode de la variation de la constante

Supposons que l’on dispose d’une solution h : I →K de l’équation
homogène (H) associée à (E) qui ne s’annule pas sur I . Dans ce cas, on peut
appliquer la méthode ci-dessous qui généralise celle utilisée pour résoudre
les équations différentielles linéaires d’ordre 1.

1) Comme h ne s’annule pas sur I , on peut définir λ : I →R qui est deux
fois dérivable par y =λh.

2) En injectant la relation y =λh dans l’équation différentielle (E), on
obtient que la fonction λ′ est solution d’une équation différentielle
linéaire d’ordre 1.

3) En résolvant cette nouvelle équation, on en déduit une expression
de λ′, puis de λ et finalement de y =λh.
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II - Méthodes de résolution C - Méthode de la variation de la constante

Exemple 7

Nous allons résoudre sur I = ]0,+∞[ l’équation différentielle

y′′− 3

t
y′+ 4

t2 y = t ⇔ t2y′′−3ty′+4y = t3. (E)

On remarque que h : t 7→ t2 est solution de l’équation homogène (H)
associée à (E). Comme la fonction h ne s’annule pas sur l’intervalle I , on
peut appliquer la méthode de la variation de la constante pour en déduire
toutes les solutions de (E). On remplace y =λh dans (E) où λ : I →R est
deux fois dérivable

(E) ⇔ t2(λ′′h+2λ′h′+λh′′)−3t(λ′h+λh′)+4λh = t3

⇔ t2hλ′′+ (2t2h′−3th)λ′+ (t2h′′−3th′+4h)︸ ︷︷ ︸
0 car h est solution de (H)

λ= t3

⇔ t4λ′′+ (4t3 −3t3)λ′ = t3

⇔ tλ′′+λ′ = 1.
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II - Méthodes de résolution C - Méthode de la variation de la constante

Exemple 7

En notant µ=λ′ et en résolvant l’équation différentielle tµ′+µ= 1, on
obtient

λ′(t) =µ(t) = A

t
+1 avec A ∈R.

On en déduit que nécessairement, on a

λ(t) = A ln(t)+ t +B avec (A,B) ∈R2.

Finalement, on en déduit les solutions y de (E) sont

y(t) = t2λ(t) = At2 ln(t)+Bt2 + t3 avec (A,B) ∈R2.
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