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Introduction

D’apres le cours de premiére année, nous savons que toute droite Z du
plan admet une représentation paramétrique de la forme

= xp+ta

X
Mx,y)eY < 3FteR,
(o) { y Yo+ 1B

ol1 (xg, o) est un point de et (a, B) € R? est un vecteur directeur de la
droite 2. Autrement dit, la droite Z est 'image de la fonction
vectorielle f : R — R? définie par f: t— (xo + ta, yo + tB). D’autre part, nous
savons également décrire la droite & avec une équation cartésienne de la
forme

Mx,y)eR® o ax+by+c=0.

o1 (a, b) € R? est un vecteur non nul et c€ R.
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Introduction

On peut également décrire d’autres courbes par les deux méthodes
précédentes. Par exemple, le cercle % de centre (x, o) € R? et de
rayon R > 0 admet une représentation paramétrique de la forme

Xo + Rcos(1)
Yo + Rsin(?).

Mx,y)e¥é < 3TteR, {;C/

Ce dernier peut également se définir par 'équation cartésienne

Mxye? o (x-x)+y-y)*-RF=0.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons généraliser les exemples précédents pour
pouvoir définir et étudier une courbe plane a partir d'une représentation
paramétrique ou d’'une équation cartésienne.

Dans tout le chapitre, on considére un plan affine euclidien orienté <. On
munit cet espace d'un repére orthonormé direct (0,7, ), ce qui permet de

l'identifier a k2.
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I - Courbes planes paramétrées A - Généralités

Définition (Courbe plane paramétrée)

Une courbe plane paramétrée est une fonction vectorielle f définie et de
classe ¢! sur un intervalle I a valeurs dans R

Remarques 1

a) On peut également définir une courbe paramétrée f = (x, y) par ses
fonctions coordonnées x et y.

b) Lorsque qu’il n’y a pas ambiguité, on utilise souvent la
notation f: t— M(?).
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I - Courbes planes paramétrées A - Généralités

Définition (Support d’'une courbe paramétrée)

Le support d’'une courbe paramétrée f : I — R? est 'ensemble

fh={f(nerR?|tel}.

v,

Remarques 2

a) En notant le support % = f(I), on dit que la courbe % est paramétrée
par la fonction f ou que f est une paramétrisation de la courbe %

b) D’un point de vue physique, une courbe paramétrée décrit le

mouvement d'un objet dans le plan et le support représente la
trajectoire de cet objet.
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I - Courbes planes paramétrées A - Généralités

Tracons la courbe paramétrée par f : R — R? définie
par f: t— (2cos(t),sin(?)).

I x(
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I - Courbes planes paramétrées A - Généralités

Une courbe paramétrée ne se résume pas a son support. Le support est un
objet géométrique ('ellipse dans I'’exemple précédent), tandis que la
courbe paramétrée f donne une information supplémentaire : elle indique
la maniére dont le support est parcouru.

On peut décrire le méme objet géométrique de plusieurs manieres. Par
exemple, |'ellipse précédente est aussi paramétrée par la fonction
vectorielle g: t— (2cos(#?),sin(#%)).

.
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I - Courbes planes paramétrées A - Généralités

Remarque 3

Si h: I — R est une fonction réelle de classe €!, alors sa courbe
représentative
Ch={th(D)eR® |t}

est le support de la courbe paramétrée par 'application f : I — R? définie
par f: t— (t, h(?)).

M(7) .

R - - - /%h
X

En particulier, tous les résultats que nous allons voir dans ce chapitre
peuvent s’appliquer au courbe représentative d'une fonction de classe €.
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Dans cette partie, on considére une courbe paramétrée par f: [ — R? et un
point #, € I. On suppose qu'il existe un réel € > 0 tel que

Vielnlip—¢,+eMip}, M) # M(tp).

Autrement dit, la courbe paramétrée par la restriction de f au
voisinage |t — €, fy + €[ passe en M(f) uniquement lorsque ¢ = . Cette
hypothese n’est pas toujours vérifiée en théorie, mais elle le sera en
pratique. En particulier, on en déduit que la fonction

M(to)M(1)
Vit ———
”M(to)M(t) “
est définie sur I'intervalle IN]ty — ¢, ty + €[\ {fp}.

Pour tout t€ INn]ty— ¢, th + €[\ {fp}, ' élément v(f) est un vecteur unitaire
dirigeant la droite (M (%) M(1)).
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Définition (Tangente a une courbe paramétrée)

Sila fonction v admet une limite 7 lorsque ¢ — £;, une limite 74
lorsque t — ¢ et si Uy = +7y, alors on appelle tangente a la courbe en M()
la droite passant par le point M(#) et dirigée par 7.
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Ilustration

Intuitivement, la tangente en f(#) est la limite de la sécante (M (#) M(t))
quand t — .

Sur la figure ci-dessous, les droites .#] et .% sont deux sécantes passant par
les points M(fy) et M(t) pour deux valeurs de ¢ distinctes. La droite .7 est la
tangente en M(f) a la courbe paramétrée f.
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Définition (Point régulier)

On dit qu’'un point M(%y) de la courbe paramétrée par f est régulier si le
vecteur f’(fy) est non nul. Dans le cas contraire, on dit que le point M(f) est
stationnaire (ou singulier).

La courbe paramétrée par f : t— (£2, £2) admet M(0) comme unique point
stationnaire.
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Théoreme (Existence de la tangente en un point régulier)

Si le point M(%) est régulier, alors la courbe paramétrée admet une
tangente en M(fy) dont un vecteur directeur est f'(f).

Si M(fp) est un point régulier de la courbe paramétrée par f et si on note .7
la tangente a la courbe en M(), alors on peut représenter la situation avec
le graphique ci-dessous.

f'(t) -7
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Remarques 4

a) Latangente d’'une courbe paramétrée en un point est un objet
géométrique : elle ne dépend pas de la paramétrisation de la courbe.
En effet, si ¢ : J — I est une fonction bijective de classe ¢! définie sur
un intervalle J de R, alors les courbes paramétrées par f: I — R? et
par g= fo¢:J — R? ontle méme support. De plus, si on
note sy = ¢~ '(fy), alors on a

g (s0) = @' (s0)f (p(s0)) = ¢ (s0) [ (t0),

donc les vecteurs g'(sy) et f' () sont colinéaires.
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Remarques 4

b) Si M(#) est un point régulier de la courbe paramétrée par f, on en
déduit une représentation paramétrique de la tangente .7 en M(t)
avec les équivalences

Ax,)eT < Miip)Ae Vect(f (1)

x(to) + tx' (fo)

X
R {y y(to) + 1y (to).
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Remarques 4

c) Si M(%) est un point régulier de la courbe paramétrée par f, on en
déduit une équation cartésienne de la tangente .7 en M(ty) avec les
équivalences

Axy)€ 7 < Ml(p)Ae Vect(f ()
N det(M(to)A,f’(to)]:o

x—x(tp) X (tp)

Y=y V)|
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Exemple 3

On consideére la courbe paramétrée par f: R — R? oi1 f est définie
par f: t— (2cos(?),sin(¢)). Ona

VteR, f'(1)=(-2sin(®),cos().

Comme cos et sin ne s’annulent pas simultanément, tous les points de la
courbe sont réguliers.

Par le théoréme précédent, on en déduit que la courbe admet une
tangente .7 en M(fp) dirigé par le vecteur f'(fy). Une représentation
paramétrique de .7 est

¥
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Exemple 3

D’autre part, une équation cartésienne de .7 est

x—x(tp) X (to)| _ . x—2cos(fp) —2sin(f)| _
y=yt) Y] y—sin(t)  cos(ty) |
< cos(fp)x+2sin(fp)y=2.
3
En particulier, la tangente a la courbe au point M (%) = (1, %) admet pour

équation cartésienne

x+2\/§y=4.
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

On peut représenter la courbe et sa tangente sur le graphique ci-dessous.

y

K
J1 0)/
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

Définition (Droite normale)

La droite normale a la courbe paramétrée en un point régulier M(f) est la
droite passant par M() et orthogonale a la tangente.

Définition (Courbe réguliére)

La courbe paramétrée par f est dite réguliéere si tous ses points sont
réguliers.
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I - Courbes planes paramétrées B - Etude locale en un point régulier

a) Une courbe paramétrée réguliere est orientable :
I'application T : I — R? définie par

'@

If

Viel, T()=

est une application continue telle que pour tout t € I, le vecteur T (0
est unitaire et dirige la tangente a la courbe au point M(%).

b) Siune courbe est orientable, alors I’orienter revient a choisir un sens
de parcours parmi les deux possibles.

Exemple 4
La courbe paramétrée de I'exemple précédent est réguliere.

PT* - Chapitre 10 - Courbes planes 22/109



I - Courbes planes paramétrées C - Etude locale en un point

Dans cette partie, on consideére une courbe paramétrée par f: I — R? et un
point # € I. On suppose que f est de classe €° et que les deux entiers

p= min{ke N* | 0 (1) # o},
q= min{ke N* | f® (£y) n'est pas colinéaire ?af(p)(to)}.

existent. Ces hypothéses ne sont pas toujours vérifiées en théorie, mais
elles le seront en pratique.
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I - Courbes planes paramétrées C - Ftude locale en un point

En utilisant la formule de Taylor-Young au point # a 'ordre g, on peut écrire

s © O
M%) M5+ h) = f(to + h) — f (1) —OZ a +o(h9)
k=1 :
q-1 ¢(k) (@

Par définition de I'entier g, tous les termes de la premiére somme sont
colinéaires au vecteur f”)(ty), donc

Vke[p+1,g-1], IAeR, P (t) = AxfP (10).

De plus, comme les vecteurs £ (#)) et f? (f,) ne sont pas colinéaires, ils
forment une base de R?. On en déduit qu’il existe deux fonctions «a et 8
définies sur un voisinage de 0, de limite nulle en 0 et vérifiant

o(h%) = h70(1) = R (a(h)fP (1) + B FD (1)) .
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I - Courbes planes paramétrées C - Etude locale en un point

En reprenant le calcul précédent, on obtient donc

M) M(tg+h) = h_P+ ‘E ﬁhk+hqa(h) f(p)(t)
) (I A 0
X‘(rh)

q
+ (% + h”’ﬁ(h))f(q)(to).
%,_/
Y(h)

On conclut quel'on a

M (o) M (%o + h) h=0X(h)f(P)(t0) + Y () 9 (1)
hd

hP
avec X(h) ~ — et Y(h) ~ oA
h—o pl -0 g!
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I - Courbes planes paramétrées C - Etude locale en un point

On déduit du calcul ci-dessus qu’il y a 4 configurations possibles.

F1P () )
T T
P (1) P w)
Point ordinaire Point d’'inflexion
(p impair, g pair) (p impair, g impair)
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I - Courbes planes paramétrées C - Etude locale en un point

On déduit du calcul ci-dessus qu’il y a 4 configurations possibles.

f91) FP(1)
T
FP (1)
M (ty) M (tp)
Point de rebroussement Point de rebroussement
de premiere espéce de seconde espece
(p pair, g impair) (p pair, g pair)
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I - Courbes planes paramétrées C - Ftude locale en un point

Remarques 6

a) On en déduit que la courbe paramétrée admet une tangente en M(f)
dont un vecteur directeur est f (f).

b) On constate également que la tangente a la courbe paramétrée par f
au point M(fp) traverse la courbe en M(t) si et seulement si 'entier g
est impair.

c) Pour déterminer les entiers p et g, on dispose principalement de deux
méthodes :

¢ On peut effectuer un calcul direct des dérivées successives de f
en f.

e On peut calculer un développement limité de f au point # a un
ordre suffisant.
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I - Courbes planes paramétrées C - Ftude locale en un point

Etudions les points stationnaires de la courbe paramétrée par

A = =1
2+1
¥y = |
241

Les fonctions x et y sont de classe ! et on a

1B +3t+2)

4t
VieR, X ()=——= et Y= 2112

(2 +1)?
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I - Courbes planes paramétrées C - Ftude locale en un point

Les fonctions x et y sont de classe ¢! et on a

tH3 +3t+2)

4t
VteER, X()=——= et y@®)= 2112

(12 +1)?
On en déduit que la courbe n’admet que M(0) = (—1,—1) en point
stationnaire. De plus, en calculant les développements limités de x et y
en t=0alordre 3, on a que

= (ﬁg) = (:i)+ (f) 2+ ((1)) £+o().

~—~— ~—~
U2 U3

On en déduit que p =2 et g = 3, donc M(0) est un point de rebroussement
de premiere espéce. De plus, on conclut que la courbe admet une
tangente .7 en M(0) dirigé par le vecteur (2, 1).
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I - Courbes planes paramétrées C - Ftude locale en un point

Exemple 5

y
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I - Courbes planes paramétrées C - Ftude locale en un point

Exemple 6
Déterminons les points d’'inflexions de la courbe paramétrée par

fot (2 20

Si () est un point d’inflexion de la courbe, alors I'entier g associé est
impair, donc on a nécessairement que les vecteurs f”(f) et f” (fy) sont
colinéaires. En notant ¢’ la base canonique de R?, on a

1+45—-35% 4-61

/ /! —
dete (f' (t0), /' (19)) = 0 1+ 41, 4

-

1
=3 12!%+6t0=0 =3 tOE{O,—E}.
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I - Courbes planes paramétrées C - Ftude locale en un point

Exemple 6

Réciproquement, on étudie si f(0) et f(—1/2) sont des points d’inflexion.

* Pour le point f(0), on a par un calcul direct que

f’(0)=(i)¢0u@2y flo= () O S0 (6)

donc p=1 et g=3. Comme p et g sont impairs, on en déduit que f(0)
est un point d’inflexion de la courbe.

* Pour le point f(1/2), on a par un calcul direct que

[2)= (50w 1 (5)=) =0 -3) 2 3)=(5)
——|= Oz, === -3 ——|= )
U ( 2 20 S| =3) =) =¥ (72) £ 73) 7 Lo
donc p=1 et g=3. Comme p et g sont impairs, on en déduit
que f(—1/2) est un point d’inflexion de la courbe.
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I - Courbes planes paramétrées D - Branches infinies d’'une courbe paramétrée

On dit qu'une courbe paramétrée par f = (x,y) : | — R? admet une branche
infinie lorsque ¢ tend vers une extrémité f, de I'intervalle / si I'une des
coordonnées x ou y tend vers l'infini.

On peut distinguer plusieurs types de branche infinie.

1) Si }IIItl x(f) = too et }in% y(2) = yo € R, alors la courbe admet une
—s .

asymptote horizontale d’équation y = ;.

2) Si }mtl x(t)=xpeRet }11’1;1 () = +oo0, alors la courbe admet une
—h —lo

asymptote verticale d’équation x = xp.
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I - Courbes planes paramétrées D - Branches infinies d’'une courbe paramétrée

3) Siles deux coordonnées tendent vers I'infini, on étudie la limite du
quotient M
x(1)
a) Si cette limite est nulle, on dit que la courbe admet une branche
parabolique de direction (Ox).
b) Si cette limite est infinie, on dit que la courbe admet une branche
parabolique de direction (Oy).
c) Sicette limite est un nombre a € R*, alors on étudie la limite
de y(1) — ax(1).
(i) Sicette derniere quantité tend vers oo, on dit que la courbe
admet une branche parabolique de direction y = ax.
(ii) Sicette derniere quantité tend vers b€ R, alors la courbe
admet la droite d’équation y = ax+ b comme asymptote. On
peut également étudier la position de la courbe par rapport a
I'asymptote en étudiant le signe de y(t) — ax(t) — b
lorsque ¢ — 5.
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I - Courbes planes paramétrées D - Branches infinies d’'une courbe paramétrée

Exemple 7

Etudions les branches infinies de la courbe paramétrée

t P

arfit—|——,—|
par f (t—l r—1

La fonction f est définie sur R\ {1}.

* Ona lim x(#) =1et lim y(#) = oo, donc la courbe admet une
t—+to0 t—+o0

asymptote verticale d’équation x = 1.
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I - Courbes planes paramétrées D - Branches infinies d’'une courbe paramétrée

* Ona liI}l x(1) = lir{l () = +oo et tlil{l x(t) = thr? ¥(t) = —o0. De plus, on
t—1+ —1* — 11— -
a
o _ ¢

=—=t——1=a et yH-ax()=—=t——1=
x(2) t t—1 o ) t—1 t—1

)

donc la courbe admet la droite d’équation y = x+ 1 comme asymptote.
Finalement, on a

y(t) —ax() —b=y(t) —x(t) —1=t—1.

On en déduit que la courbe est au-dessus de 'asymptote
lorsque t — 17" et que la courbe est en-dessous de I'asymptote
lorsque t —1".
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I - Courbes planes paramétrées D - Branches infinies d’'une courbe paramétrée

Exemple 7

On peut représenter la courbe et ses asymptotes sur le graphique
ci-dessous.

y

\S]
+
oS ococodboocoocSS oo cooooooo

x=1
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I - Courbes planes paramétrées E - Méthode - Restreindre l'intervalle d’étude...

On consideére une courbe paramétrée par f: I — R?. Nous allons voir
comment exploiter les propriétés de la fonction f = (x, y) pour restreindre
I'intervalle d’étude.

L.E.1- Périodicité

Si f est T-périodique, alors le point M(¢) estle méme que le point M(¢+ 1),
donc il suffit d’étudier la courbe paramétrée f sur un intervalle de
longueur T.

Propriété Restriction Transformation

x et ysont T-périodiques | Intervalle de longueur T Identité
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I - Courbes planes paramétrées E - Méthode - Restreindre l'intervalle d’étude...

I.E.2- Parité

Si x et y ont une propriété de parité, alors le point M(—1) se construit
géométriquement a partir du point M(#). Il suffit donc d’étudier la courbe
paramétrée par f sur l'intervalle In R, . Il est préférable de faire un dessin.
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I - Courbes planes paramétrées E - Méthode - Restreindre l'intervalle d’étude...

=y ----- ()
M(-1)
X paire et y paire X paire et y impaire
y y
M1 yo M(1) M(1)

i E @ y +----

| ! —x() |

—x() x(B) i x(1)
& ----1 r =y
M(-1)

X impaire et y paire X impaire et y impaire
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I - Courbes planes paramétrées E - Méthode - Restreindre l'intervalle d’étude...

Tous les cas sont résumés dans le tableau ci-dessous.

Propriété Restriction Transformation
X paire et y paire InRy Identité
X paire et y impaire INnRy Symétrie par rapport a (Ox)
X impaire et y paire InRy Symétrie par rapport a (Oy)
x impaire et y impaire INnR, Symétrie par rapporta O
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

On considere une courbe paramétrée par f = (x,y): [ — R? dont on souhaite
tracer le support.

1) On détermine 'ensemble de définition de f et on essaye de restreindre
I'intervalle d’étude (voir la partie précédente).

2) Ondresse le tableau de variations commun de x et y sur 1.
3) On étudie les éventuelles branches infinies de la courbe.

4) On détermine la tangente a la courbe au point M(f) pour chaque
valeur ¢ € [ apparaissant dans le tableau de variations.

5) On trace la courbe en respectant les différentes informations obtenues.

6) On en déduit toute la courbe en effectuant les transformations qui
nous ont permis de restreindre I'intervalle d’étude.
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8

Nous allons tracer la courbe paramétrée par la fonction f: R — R? définie
par
VteR, f(f) = (cos(31),sin(21)).

1) Lafonction f est 27-périodique, donc on peut restreindre
I'étude a [, 7].

De plus, la fonction x est paire et la fonction y est impaire, donc on
peut restreindre I'étude a [0, r]. Le reste du tracé s’en déduira en
appliquant la symétrie par rapport a (Ox).
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8

2) Dressons un tableau de variations pour x et y. Les fonctions x et y sont
dérivables sur [0, 7] et on a

. T 27
Y=0 © -3sinBH=0 < te{o,g,?,n}

T 37
et Y()=0 © 2cos2f)=0 < tE{Z’T}'
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8

2) On obtient donc le tableau de variations suivant.

; 0 n n 27 3 -
4 3 3 4
X' (9 0 - O + 0 = 0
1 7 1 —
2 2
X _T\ 1 / T\ 1
¥ (1) + 0 = 0 +
1 — 3 0
0 |

v,
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8

3) Cette courbe n'admet pas de branches infinies.

4) On observe avec le tableau de variations que f'(#) = (0, @) avec a # 0
2
pour chaque valeur t e {0, g, ?7:, n}. On en déduit qu’au point M(?)

correspondant, la tangente a la courbe paramétrée par f est verticale.

On observe avec le tableau de variations que f'(f) = (a,0) avec a # 0
3
pour chaque valeur t e { % TH } On en déduit qu'au point M(1)

correspondant, la tangente a la courbe paramétrée par f est
horizontale.

On remarque que cette courbe n’admet pas de points stationnaires.
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8

5) On peut commencer a tracer la courbe paramétrée.
a) On place les points M(f) pour chaque valeur

b) On trace la tangente a la courbe en chacun de des points que 'on
vient de placer.

¢) Onrelie les différents points en respectant les variations de x et y,
les branches infinies et les tangentes.
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8
5) On obtient le tracé suivant de la courbe paramétré f pour ¢ € [0, 7].
y
M(m/4)
|- @ - 11
M(r/3)Q
1 'M(O)
M(r) | 0 1 *
M(2m/3)
- ¢
M(3m/4)
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8
5) On obtient le tracé suivant de la courbe paramétré f pour ¢ € [0, 7].
y
M(m/4)
. 11
M(m/3)
! MO
M(7) | 0 1
M(2m/3)
M@n/4)
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I - Courbes planes paramétrées F - Méthode - Tracer une courbe plane paramétrée

Exemple 8

6) Pour obtenir le tracé complet, il suffit d’appliquer la symétrie par
rapport a I’axe (Ox).
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II - Propriétés métriques des courbes planes

Dans cette partie, on considere une courbe réguliere paramétrée
parf=(x,):1— R?.
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II - Propriétés métriques des courbes planes A - Longueur d’'une courbe paramétrée

Définition (Longueur d’'une courbe réguliére)

Soit (a, b) € I? avec a < b. La longueur de la courbe régulieére paramétrée
par f du point M(a) au point M(b) est

b b
Li(a b) = f I/ @) de = f VX (02 + Y (02 dr.
a a

Remarques 7

a) Sif:I— R? décritla trajectoire d’un objet, alors le nombre |f'(2)| est
la vitesse de I'objet a I'instant z, ce qui permet d’interpréter
cinématiquement la formule donnée dans la définition.
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II - Propriétés métriques des courbes planes A - Longueur d’'une courbe paramétrée

Remarques 7

b) Lalongueur d'une courbe paramétrée entre deux de ses points est une
notion géométrique : elle ne dépend pas de la paramétrisation de la
courbe. En effet, si ¢ : ] — I est une fonction bijective de classe €
définie sur un intervalle J de R, alors les courbes paramétrées f : I — R?
et par g = fo¢: ] — R? ont le méme support. De plus, si on
note c= ¢! (a) et d = ¢~ (b) et que 'on suppose que la fonction ¢ est
strictement croissante (le calcul est analogue si ¢ est strictement
décroissante), on obtient avec la formule du changement de variable
que

b d
Li(a,b) = f lrofd = f If )| ¢ (w) du
d
= f o' wf ()] du
¢'=0 Jc¢

d
=f g’ (]| du=Lg(c,d).
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II - Propriétés métriques des courbes planes A - Longueur d’'une courbe paramétrée

Exemple 9

La longueur de la courbe paramétrée par la fonction f: t— (cos(%), sin(f))
du point M(0) = (1,0) au point M(2r) = (1,0) est égale a

21 21
Le(0,2m) = V(= sin(0)2 + (cos(1))2 dtzf 1dt =27.
0 0

On retrouve le périmetre du cercle trigonométrique.
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II - Propriétés métriques des courbes planes A - Longueur d’'une courbe paramétrée

La terminologie « longueur de la courbe du point M(a) au point M(b) » peut
étre trompeuse dans certains cas. Par exemple, la longueur de la courbe
paramétrée par f : t— (cos(t),sin(#)) du point M(0) = (1,0) au

point M (4x) = (1,0) est égale a

4n

A
Lf(0,47) = \/(— sin(#))2 + (cos())2dt = [ 1dt=4mn,
0 0

tandis que le périmetre du cercle est seulement de 2. Cette différence
provient du fait que lorsque la variable # décrit I'intervalle [0,47], le
point M(t) effectue deux fois le tour du cercle trigonométrique.

De maniére plus précise, la formule de la définition donne la longueur du
chemin parcouru par le point M(#) lorsque la variable ¢ décrit
I'intervalle [a, b].
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II - Propriétés métriques des courbes planes B - Abscisse curviligne

Définition (Abscisse curviligne)

Labscisse curviligne de la courbe paramétrée par f d’origine #, € I estla
fonction ¢ : I — R définie par

t t
Viel, (p(t)=f [Tdenl du:f \/ X (W)? + Y (w)? du.
fo fo

Remarques 8

a) Labscisse curviligne représente donc la longueur algébrique de la
courbe entre les points M(f) et M(t).

b) Imaginons que I'on puisse dérouler la courbe sans I'étirer (comme une
corde) de telle sorte que I'on obtienne une droite : le nombre ¢ (f)
représente alors I'abscisse du point M(t) relativement a 'origine et
'orientation choisie; d’oti le terme d’abscisse curviligne.
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II - Propriétés métriques des courbes planes B - Abscisse curviligne

Exemple 10

Labscisse curviligne d’origine 0 de la courbe paramétrée
par ¢t — (cos(?),sin(?)) est la fonction

t t
(p:t»—»f \/(—sin(u))2+(cos(u))zduzf ldu=t.
0 0
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II - Propriétés métriques des courbes planes B - Abscisse curviligne

Par définition, 'abscisse curviligne ¢ d’origine #; est une fonction de de
classe 1. De plus, comme la courbe paramétrée par f est réguliere, on a

viel, ¢'(0=|f@]>o.

Par des théoremes de premiére année, on en déduit que ¢ réalise une
bijection de I sur 'intervalle J = ¢(I) et que son application

réciproque ¢! :J — I est de classe ¢! sur J.

Lapplication f = fop~!: J — R? est un nouveau paramétrage de la courbe.

Définition (Paramétrage par I'abscisse curviligne)

L’applicationf construite ci-dessus s’appelle un paramétrage par I’abscisse
curviligne.
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II - Propriétés métriques des courbes planes B - Abscisse curviligne

En posant s = ¢(¢), on peut résumer la situation avec le graphique suivant.

(1)
1)
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II - Propriétés métriques des courbes planes B - Abscisse curviligne

a) En pratique, on pose s= ¢(f) et on considere que toute
fonction /: I — R de la variable ¢ est aussi une fonction de la variable s
via t = (p‘l (s). En particulier, la formule de dérivation d’'une composée
donne

dh dt dn (ds)—l dh 1 dh
X — = X —.
& ds o dr \ar de ~ Ifl " dt

d
b) En tout point, le vecteur Ef est de norme 1. En effet, d’apres la formule
précédente, on a

¢_ 1 & fw H H_l

& IOl d 1@l
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Dans cette partie, on considére que f est de classe ¢’>. Comme la courbe
paramétrée f est réguliere, on peut définir pour tout ¢ € I les vecteurs

!
o 1 (x’(t)) ot N(1) = 1 (—J/(f)).

T = = =
D=l VI OZ+y (02 V(@) VE@OZ+y @2\ X (@

Définition (Repere de Frenet)

Le repére orthonormé direct (M(2), T(1), N(t)) s’appelle le repére de Frenet
de la courbe paramétrée au point M(1).
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

On représente ci-dessous le repeére de Frenet en deux points d'une courbe
paramétrée réguliere.
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Remarques 10

a) Lerepere de Frenet est un objet géométrique : il ne dépend pas de la
paramétrisation de la courbe, mais uniquement de |'orientation de la
courbe.

b) Pour tout 7€ I, le vecteur T (f) dirige la tangente a la courbe en M().

¢) Pour tout ¢ € I, le vecteur N(f) dirige la normale a la courbe en M(1).
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure
Par définition du repere de Frenet, on a la relation
— —_ —_ 2
viel, (Tw1To)=|Tw| =

Comme on a supposé que f est €’ dans cette partie, la fonction
vectorielle T est dérivable. En dérivant la relation précédente, on obtient

que
Viel d—T(t) | T )=
' dr a

dT
Finalement, en utilisant la relation N = , on aboutit a

dr
ds

d7
ar
viel, <—(r) | T(l‘)>
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

dr —
On en déduit que les vecteurs — () et N(f) sont colinéaires pour tout t € I,

ce qui nous permet de considérer la définition suivante.

Définition (Courbure)

—
—

dTr
La courbure de f est la fonction y : I — R définie par T YN.

Remarques 11

a) La courbure géométrique |y(¢)| de la courbe paramétrée au point M(r)
est une notion géométrique : elle ne dépend pas de la paramétrisation
de la courbe.

b) La courbure algébrique y(#) de la courbe paramétrée au point M(?) est
une notion géomeétrique : elle ne dépend pas de la paramétrisation de
la courbe, mais uniquement de I'orientation de la courbe.
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Exemples 11

a) La courbure de tout droite Z du plan est nulle. En effet, si on
considere un point (x, o) € Z et un vecteur directeur (a, b) € R? de 2,
alors la droite Z est courbe réguliere paramétrée par

Xp + at)

f: e (y0+bt

Pour tout £ € R, on a par un calcul direct que

?(t)—%(“) N’(t)—%(_b)
VZiz b’ Zi7\a

ds
et (0= IF @ = Va®+ 12

v
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Exemples 11

a) De plus, on a avec la formule de dérivation d’'une composée que

dT dr dT dr (0) —
a—d:XE—d:X(o)—ON'

donc la courbure y de la droite est nulle.

.
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

b) La courbure de tout cercle du plan est constante et égale (au signe
pres) a l'inverse du rayon du cercle. En effet, le cercle de
centre (X, o) € R? et de rayon R > 0 est paramétré par
Fag Xo + Rc.os(t) .
Yo + Rsin(z)

Pour tout £ € R, on a par un calcul direct que

7(02(‘5“1(”), N(t):(_cosm) et j—;(t):”f'(t)”:R.

cos(?) —sin(f)
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

b) De plus, on a avec la formule de dérivation d'une composée que

dT _ dr d?r’_(ds)-lxd? 1

s @\ o r N

donc la courbure y est constante de valeur 1/R.
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Comme pour tout ¢ € [ le vecteur T () est unitaire, on peut écrire

Vtel, 3Fa()eR, ?(t):cos(a(t))7+sin(a(t))7=(

Pour tout 7 € I, le nombre a/(#) est une mesure de I'angle orienté (7, 7‘))

cos(a(t)
sin(a(0) ]’
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Formules de Frenet

Si a:I— R est une application de classe ¢! telle que

— . [cos(a(1))
Viel, T(t)_(sin(a(t)))’

alors on a les relations

I_ 5 N__ 3
s 7 @&

Remarques 12

a) Lexistence de 'application a : I — R est assurée par le théoreme du
relevement (hors-programme).
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Remarques 12

b) La troisieme formule de Frenet nous permet d’interpréter
géométriquement la courbure.

e La courbure est positive si et seulement si la fonction a est
croissante.
Dans ce cas, la courbe « tourne a gauche (selon I'orientation
choisie du plan euclidien) ».

» La courbure est négative si et seulement si la fonction a est
décroissante.
Dans ce cas, la courbe « tourne a droite (selon 1'orientation
choisie du plan euclidien) ».

 Plus la courbure est grande en valeur absolue, plus la variation
de a est rapide : la courbe « prend un virage serré ». A contrario,
plus la courbure est petite en valeur absolue, plus la variation
de a est lente : la courbe « prend un virage ample ».
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

En reprenant I'exemple précédent sur le cercle, on a pour tout £ € R que

= . [—sin(#)) _ (cos(a(n) T
Tm_(cos(t)) (sin(a(t))) avec a(t)—t+2.

En utilisant la troisieme formule de Frenet, on retrouve la courbure du

cercle
dae dtf da 1
= — =—=x1=—.
R

Y s T @
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Définition (Point birégulier)

On dit qu'un point M(?) de la courbe est birégulier si y () # 0.

Remarque 13

En admettant la formule (hors-programme) suivante
_ det(f'(0),f"(1)
lr@l’

on en déduit qu'un point M(¢) de la courbe est birégulier si et seulement les
vecteurs f'(#) et f(¢) ne sont pas colinéaires.

Viel, vy(1)

v,
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Définition (Cercle de courbure)

Soit M(#) un point birégulier de la courbe.

(i) On appelle rayon de courbure au point M(¢) le nombre R(f) = ﬁ

(ii) On appelle centre de courbure au point M(?) le point C(#) défini par la
relation C(#) = M(t) + R(£) N(?).

(iii) On appelle cercle de courbure (ou cercle osculateur) au point M(¢) le
cercle de centre C(f) et de rayon |R(?)|.
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Remarque 14

On peut démontrer que le cercle de courbure au point M(#) est le cercle qui
épouse le mieux la courbe au point M(#). On peut observer cette propriété
sur 'exemple ci-dessous.

O |rRol
Qe————>,

M(1)

v
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II - Propriétés métriques des courbes planes C - Repere de Frenet et courbure

Définition (Courbe biréguliere)

La courbe paramétrée par f est dite biréguliere si tous ses points sont
biréguliers.

Définition (Développée d’'une courbe biréguliere)

La développée d'une courbe biréguliere du plan est I'ensemble des centres
de courbures.
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I1I - Enveloppe d’une famille de droites

On considere une famille de droites (Zy) s définies chacune par la donnée
d’un point A(#) € R? et d'un vecteur directeur 7(f) € R?. Autrement dit, si M
est un point du plan, on a

Me%; & ALeR, AOM=AU() < FAeR, M=A(1)+Au(D). (%)

On suppose que les applications A: I — R? et i: I — R? sont de classe €
sur [.
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III - Enveloppe d’une famille de droites

2 oL . .

Définition (Enveloppe d’une famille de droites)

On appelle enveloppe de la famille de droites (%) 1 toute courbe
paramétrée f : I — R? telle que Z; soit la tangente a la courbe au point f(#)
pour tout € I.

Pour tout £ € I, la situation doit étre comme sur le graphique suivant.

M@ -
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I1I - Enveloppe d’une famille de droites

Nous allons étudions une méthode permettant de déterminer une
enveloppe de la famille (Z;) ;. Sila courbe paramétrée par f: I — R? est
une enveloppe de la famille (Z;) 1, alors M(t) € Z(t) pour tout t € I par
définition, donc on obtient par (*) que

Vtel, FAMDEeR, [f() = A+ A0)T(r).

Cherchons une enveloppe sous cette forme en supposant de plus que la
fonction A : I — R est de classe %’..
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I1I - Enveloppe d’une famille de droites

Pour tout ¢ € I, on souhaite que Z; soit la tangente a la courbe au point f(¢)
pour tout ¢ € I, donc les vecteurs f'(f) et %(t) sont nécessairement
colinéaires pour tout ¢ € I. On en déduit que

detx(f (0, (D) =0 < detyA D)+ A QU+ A (2),7r) =0
o dety (A (D), w(®) + A (Ddety (Tu(8), 1)) + A(H)dety (T (1), 7u(£)) =0
o dety (A (D), (1) + A(Ddety (W (1), u()) = 0.

Si dety (7' (1), (1) # 0 pour tout £ € I, on conclut que

dety (A'(9), (1)

A=~ Sete @, 1)

C))
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I1I - Enveloppe d’une famille de droites

Réciproquement, si dety (Z// (1), (1)) # 0 pour tout t € I, on peut vérifier que
I’application

_ dety (4'(8), 1)

fit—= AW+ AU avec A(F) = dety (7 (1), 740)

est une enveloppe de la famille de droites (Z) ;.

Remarque 15

On ne retiendra pas (#) par cceur : on la retrouvera comme ci-dessus dans
chaque exercice.
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III - Enveloppe d’une famille de droites

Déterminons I'enveloppe de la famille (Z;) te10,27[ O Z; est la droite
passant par les points

A(t) = (cos(2),sin(f)) et B(1) = (cos(21),sin(21)).
Chacune des droites Z; passe par le point A(f) et est dirigée par le vecteur

7t = ADBD = (cos(zt) - Cos(t)).

sin(2¢) —sin(f)
Par un calcul direct, on a

—sin(f) cos(2t) —cos(t)

/ = —
dety (A'(2), (1)) = cos()  sin(2f) —sin(f)

=1-cos(?),

—2sin(2t) +sin(f) cos(2t) — cos(?)

dety (I (1), u(r)) = 2cos(2t) —cos(f)  sin(2t) —sin(7)

=3cos(f) — 3.
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III - Enveloppe d’une famille de droites

Exemple 13

Comme la seconde quantité est non nulle pour tout ¢ € ]0,27[, on en déduit
par la formule (#) que

1 —cos(1)

AM=———= l
3cos(f)—3 3

et finalement, on obtient que 'enveloppe de la famille de droites est la
courbe paramétrée par f: ]0,27[ — R? oi1

2cos(f) +cos(2¢t)

Lo
veelo,2nl, f(O=AD+AOUD =2 |50 oo
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III - Enveloppe d’une famille de droites

Exemple 13

On peut représenter la famille de droite et son enveloppe sur la figure
ci-dessous.

4
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III - Enveloppe d’une famille de droites

Théoréme (Caractérisation de la développée)

La développée d'une courbe biréguliére est I'enveloppe des normales a la
courbe.

Exemple 14

m|

Déterminons la développée de la courbe paramétrée réguliere f: t — (t, 5)

en déterminant I’enveloppe des normales a la courbe. Notons (Zy) ier la
famille des normales a la courbe paramétrée par f : la droite &, passe par le
point A(f) = M(?) et elle est dirigée par le vecteur #(f) = (—¢,1).

Comme dety (/' (1), 1(t)) # 0 pour tout £ € R, on en déduit par (#) que la
développée de la courbe paramétrée par f est

g:t— AD+ AT = (—ﬁ,%tz 2 1).
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III - Enveloppe d’une famille de droites

Exemple 14

On peut représenter la courbe paramétrée f et sa développée g sur la figure
ci-dessous.

v
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IV - Courbes planes définies par une équation...

Dans cette partie, nous allons étudier le point de vue dual de celui exposé
dans les parties précédentes : nous allons étudier les courbes planes
définies par une équation.

Dans la suite, on considére une application g: U — R de classe "' définie
sur un ouvert non vide U de R?.
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IV - Courbes planes définies par une équation... A - Généralités

Définition (Courbe plane implicite)

La courbe plane implicite d’équation cartésienne g(x, y) = 0 est 'ensemble
des points (x, y) € U vérifiant g(x,y) = 0.

\

Exemples 15

a) Si ¥ estla courbe représentative d’'une application i: I — R de
classe €' o1 I est un intervalle de R, alors % est la courbe
d’équation y— h(x) = 0.

b) Le cercle % de centre (xg, o) € R? et de rayon R > 0 est la courbe
d’équation (x—x0)% + (y— y0)? — R> = 0.
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IV - Courbes planes définies par une équation... A - Généralités

Remarques 16

a) Cette définition est un peu trop générale, mais elle a le mérite d’étre
simple et on s’en contentera a notre niveau. Par exemple, si on
considére la fonction g : R> — R définie par g: (x,) — x> + )2, alors la
courbe implicite d’équation g(x, y) = 0 est réduite au seul point (0, 0),
ce qui n'est pas tres satisfaisant pour une courbe.

b) Une courbe peut étre décrite par différentes équations cartésiennes.

Par exemple la droite d’équation x+y = 0 admet aussi (x+ )?> = 0
comme équation cartésienne.
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Définition (Point régulier)

Soit % la courbe d’équation g(x,y) = 0. Un point (xp, o) € % est dit régulier si

Vg(xo,0) # (0,0).

Dans le cas contraire, on dit que le point (xg, o) € % est singulier.
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Remarques 17

a) On admet que I'on peut démontrer, a I’aide du théoreme des fonctions
implicites (hors-programme), que si (xp, o) € % est un point régulier
de la courbe, alors % est le support d'une courbe paramétrée au
voisinage du point (xp, yo). Plus précisément, il existe un voisinage
ouvert U c U de (xo, o) et une courbe paramétrée réguliere f: I — R?
telle que

Vo el, (kyed o 3Jtel, (xxy)=f@)).

D’apres les parties précédentes, on en déduit que la courbe 4" admet
une tangente au point (xop, yo)-

PT* - Chapitre 10 - Courbes planes 93/109



IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Remarques 17

b) On peut également démontrer la réciproque (hors-programme) :
si f(ty) est un point régulier d'une courbe paramétrée par f: I — R?,
alors on peut localement la décrire avec une équation cartésienne.
Plus précisément, il existe un voisinage ouvert I < I de f, un voisinage
ouvert U c R? de f(ty) et une fonction g: U — R de classe ¢! telle que

V,peU, (Ftel, (xy=f) < gxy=0).

c) En pratique, on sait passer d'un point de vue a I’autre dans certains
cas particuliers (droites, cercles,...), mais c’est un probléme difficile
dans le cas général.
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Théoréme (Tangente en un point régulier)

Soit ¢’ la courbe implicite d’équation g(x, y) = 0.
Si (%, 1) € % est un point régulier de la courbe %, alors la courbe % admet
une tangente en (xp, o) dont un vecteur normal est Vg(xp, o).
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Remarque 18

Si le point M(xy, yo) est un point régulier de la courbe d’équation g(x,y) =0,
on en déduit une équation cartésienne de la tangente .7 en (xp, yo) avec les
équivalences

AxyeT o (MA|IVgo,y))=0

Jg
(x—xo) a(xo,yo)
Y=

=0
0g
ay(xo,yo)
22N (x—x)a—g(x )+ (- )a_g(x )=0
0 ox 0,)0 Y=Y 3y 0,Yo) =0U.
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Exemple 16

On considere la courbe plane % d’équation cartésienne

£x2+f—1)3—x23/i=0.

gx,y)

On remarque que g(1,1) = 0, donc le point M de coordonnées (1, 1)
appartient a ¢ Etudions I'existence d’'une tangente a ¢’ au point M. La
fonction g est de classe ¢! sur R? et on a

6x(x2+y2—1)° —2x)3

Y(x, ) eR?, Va(x,y) = :
(xy)E g(xy) 6y(x2+y2—1)2—3x2y2
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Exemple 16

En particulier, on obtient que
4
Vg(l,1) = (3) # Oz,

donc M est un point régulier de la courbe %’. On en déduit que ¥’ admet
une tangente .7 au point M dont un vecteur normal est Vg(1,1). Une
équation cartésienne de .7 est

(52 [rsnv)=0 = ([T (=0 = scrsr-r=o
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Exemple 16

On peut représenter la courbe et sa tangente sur le graphique ci-dessous.

y
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IV - Courbes planes définies par une équation... B - Tangente en un point régulier

Dans 'exemple précédent, le vecteur Vg(0,0) est nul, mais le point (0, 0)
n’est pas pour autant un point singulier de %, car il n’appartient pas a la
courbe.
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

Définition (Ligne de niveau)

Soit A € R. Lensemble des points (x, y) € U vérifiant la relation g(x,y) = A est
appelé ligne de niveau A de I'application g.
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

On considere I'application g: R? — R définie par

g:(x,y) — (x+y)exp(—x2—y2).
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

On peut tracer la surface représentative de la fonction g.
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

Exemple 18

On peut tracer les lignes de niveau de la fonction g dans I'espace.

0,5

—_—

=S

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0
-0,1
-0,2
-0,3
-0,4
-0,5

v
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

Exemple 17
On peut tracer les lignes de niveau de la fonction g dans le plan.

2 0,6
0,5
0,4
1+ - 0,3
0,2
0,1
Yy o y 0
-0,1
-0,2
-1} - -0,3
—0,4
-0,5
| | |
25 -1 0 1 2
X
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

Remarques 19

a) Les lignes de niveau sont utilisées sur les cartes topographiques.
Laltitude est constante le long de chacune des lignes sur ces dernieres,
ce qui permet de représenter le relief.

b) On retrouve également les lignes de niveau sur les cartes de pression
atmosphérique utilisées en météorologie. La pression est constante le
long de chacune des lignes sur ces dernieres. Dans ce contexte, les
lignes de niveau sont appelées les isobares.
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

Proposition 1

Le gradient de g est orthogonal aux lignes de niveau de g et il est orienté
dans le sens des valeurs croissantes de g.
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IV - Courbes planes définies par une équation... C - Lignes de niveau

Exemple 18
On peut placer quelques vecteurs gradients sur les lignes de niveau de
I'exemple précédent.

2 0,6
0,5
0,4
1 - 0,3
0,2
0,1
y o : 0
-0,1
-0,2
-1} | -0,3
-0,4
-0,5
| | |
25 -1 0 1 2
X
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IV - Courbes planes définies par une équation...

Exemple 18

On peut placer quelques vecteurs gradients sur les lignes de niveau de

I'exemple précédent.

C - Lignes de niveau

2

T T3 ¥ VY v ¥y IF
> A v PNV
A gl I A< PR 3
> A P> v oy
/ﬂ<<—
/*K
1 _x
A
A N
- ) A
by vy ~ 4 A

|
[a—

= O« \«
—

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

-0,1
-0,2
-0,3
-0,4
-0,5
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