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m Compléments d’algebre linéaire

11 M Révisions - Espaces vectoriels

I.A - Sous-espaces vectoriels

Exercice 1: On considere F = {(x, ,2) € R3 | x + 2y = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R.
2. Déterminer une base de F.

Exercice 2: On considere F = {(x, y,z,t) € R* | X+y+t=y+z+t=0}
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.
2. Déterminer une base de F.

Exercice 3 : On considere F = {f € €' ([0,1],R) | f'(0) = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de &1 ([0,1],R).
2. Montrer que €1([0,1],R) = F & Vect(exp).

Exercice 4: On considere F = {(u,) e RV [IT eN*, VREN, tpir = Uy}
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de RV.

I.B - Bases

Exercice 5: La famille .Z ci-dessous est-elle une base de R*?

g = ((l)_]-roy 1)) (1; ]-) ]-7 ]-); (1,01_1)_1), (07 ]-, 1; ]-))

Exercice 6 : Pour quelle valeur de a € R, la famille
Fa=(1,-1,0,2,-1,2),0,0,a)

est-elle une base de R3?

Exercice 7: Montrer que la famille % = (X X-1),XX-2),X-1(X- 2)) est une
base de R,[X]. Décomposer le polynéme 1 dans cette base.

Exercice 8 : Soit n € N. On définit Py = X*(1 - X)"~* € R[X] pour tout k € [0, n].
Montrer que la famille (Py, ..., P,) est une base de R, [X].

I.C - Applications linéaires
Exercice 9: Soit f:R3 — R? I'application définie par
f,ya=x+y+z,x-y—2).

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 10: Soit f: Ry[X] — R 'application définie par
f(P)=P(0)+P(1).

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 11: Soit f: R3[X] — R3[X] 'application définie par
fPpy=P+(1-X)P.

1. Montrer que f estlinéaire.
2. Déterminer une base de Ker(f) et de Im(f).
3. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans R3[X].
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m Révisions - Matrices Exercice 17 : On considere I'application f : .#>(R) — .#>(R) définie par
1 2
Exercice 12 : Déterminer I'inverse des matrices de .#3(R) suivantes. VMe #;R), f(M)=AM avec A= (3 4).
1 0 1 1 1 -1 2 01 .
2 _1 1 5 0 1 1011 1. Montrer que f est un endomorphisme de .Z>(R).
1 1 -1 ’ 2 1 -1 ’ 1 0 1 2. Déterminer la matrice de f dans le base canonique de .Z> (R).
Exercice 13 : Soit n € N. Calculer la puissance n-ieme de la matrice Exercice 18 : Soit u: R* — R* I'endomorphisme défini par
110 V(x,y) €R?,  u(x,y) =(x—2y,x+4y).
M=(0 1 1]|e.Z;R).
00 1 3®) 1. Déterminer la matrice de u dans la base canonique %'.
2. Déterminer la matrice de u dans la base % = ((2,-1),(1,-1)).
Exercice 14 : Déterminer le noyau, I'image et le rang des matrices suivantes. 3. En déduire la matrice de u" dans la base canonique pour n € Z.
1 1 1 1 -1 1 1 2 3
1 2 -2 1 1 -1 4 5 6 Exercice 19: Soit E un espace vectoriel muni d'une base # = (i, j, k).
0 3 -1 1 -1 1 78 9 Soit f € .Z(E) 'endomorphisme dont la matrice dans la base 2 est
1 1 0
Exercice 15: Soit a € R. Calculer le rang de la matrice suivante. A=|-1 2 1|e.Z;®R).
1 a a a 0 1 1
a a* a® 1 Onposeu=i+k,v=i+jetw=i+j+k.
2 3 .
a a 1 a 1. Montrer que la famille %’ = (u, v, w) est une base de E.
ad 1 a a

2. Déterminer la matrice de f dans %'.

3. Calculer A" tout neN.
Exercice 16 : On considére I'application u: R3[X] — R3[X] définie par aletier 47 pourtout n

_ !
VPeRs[X], u(P)=P+P(X+]1). Exercice 20 : Soit f € Z(R3) un endomorphisme non nul tel que 3+ f =0.

1. Montrer que u € £ (R3[X]1). 1. Montrer que R® = Ker(f) ® Im(f).

2. Déterminer la matrice M de u dans la base (1, X, X2, X3). 2. Montrer qu'il existe une base 2 de R® telle que

3. Calculer Ker(M —14). En déduire Ker(u —Id). 0 0 0

4. Calculer Im(M —14). En déduire Im(u —1d). Matz(f)=[0 o 1|
0 -1 0
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i1 Révisions - Endomorphismes remarquables

Exercice 21 : On considere les sous-espaces vectoriels de R® définis par
F=Vect((1,0,0)) et G={(x,y,2) R’ |x+y+z=0}.
1. Montrer que R* = F & G.

2. Déterminer les projecteurs associés a cette somme directe.

3. Déterminer la symétrie par rapport a F parallelement a G.

Exercice 22 : Soit f € £ (R2[X]) dont la matrice dans la base canonique est

-1 3 2
Matg(f)=|-2 4 2 |eta®.
2 -3 -1

Montrer que f est un projecteur et préciser ses caractéristiques.

Exercice 23 : Soit f € .Z(R2[X]) dont la matrice dans la base canonique est

3 -2 -2
Maty(f)=[2 -1 —2|e.z4®.
2 -2 -1

Montrer que f est une symétrie et préciser ses caractéristiques.

Exercice 24 : Soient (A, 1) € K? tel que A # p et f € Z(E) tels que
(f —Aldg) o (f — pldg) = 0.
1. Montrer que E = Ker(f — Aldg) & Ker(f — uldg).

2. Exprimer avec f les projecteurs associés a la somme directe précédente.

Exercice 25: Soient p, g € .Z(E) deux projecteurs qui commutent.
1. Montrer que p o g est un projecteur de E.
2. Déterminer le noyau et I'image de pogq.

TG CIAAl Sommes directes et sous-espaces stables
Exercice 26 : On définit F = Vect((1,0,0,1)), G=Vect((1,1,1,1)) et
H={xyz0eR (x=2 y=1, H={x)yz0eR t=-x, z=-y.
FtudiersiR*=FeGo H etsiR*=Fo Go H,.
Exercice 27 : On considére I'ensemble F = {f € Z (R,R) | f(0) = f(7/2) = 0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de .# (R, R).

2. Montrer que Z (R,R) = F @ Vect(cos) ® Vect(sin).

Exercice 28 : On considére les sous-espaces vectoriels de ¢’} (R, R) définis par

F={feC'RR)IfO)=f(0)=0}, G={ge? (R R) /g estlinéaire},

H={he% 'R R) | h est constante}.

Montrer que €?(R,R) = Fe G® H.

Exercice 29 : Soit u € .Z (R3) dont la matrice dans la base canonique est
1 1 1
M=]0 1 0|e.Z;3[R).
1 0 1

On considére également les sous-espaces vectoriels de R® définis par
H={(x,y,2)€R*|x+y+z=0} et D=Vect((1,0,1).

1. Montrer que R® = He D.
2. Montrer que H et D sont stables par u.

3. Ecrire la matrice de u dans une base adaptée aR® = He D.

Lycée Couffignal - PT* - Mathématiques


http://vonbuhren.free.fr

TD 2 - Compléments d’algebre linéaire

http://vonbuhren.free.fr

Lycée Couffignal - PT* - Mathématiques

Exercice 30 : Soit u € .2 (R%) dont la matrice dans la base canonique est

2 2 1
M=|1 =2 2 |eszsm.
2 -1 -2

On considere également H = Vect((1,-3,0),(0,1,-1)) et D = Vect((3,1,1)).
1. Montrer que R® = He D.
2. Montrer que H et D sont stables par u.
3. Ecrire la matrice de u dans la base % = ((1,-3,0),(0,1,-1),(3,1,1)).

Exercice 31 : Soient n €N et u € .Z(Ry,[X]) 'endomorphisme défini par

VPeRy,[X], u(P)=X?"P (%)

On considére également F = Vect (1, X?,..., X*") et G = Vect (X, X3,..., X?"71).
1. Montrer que Ry, [X] =F o G.
2. Montrer que F et G sont stables par u.
3. Ecrire la matrice de u dans une base adaptée a R»,[X] = F& G.
Exercice 32 : On considére I'endomorphisme ¢ : R[X] — R[X] défini par
VPeR,[X], ¢(P)=P.

Déterminer les sous-espaces vectoriels de R[X] stables par I'endomorphisme ¢.

Exercice 33: Soient u et v deux endomorphismes d'un espace vectoriel E. Mon-
trer que si u et v commutent, alors Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

Exercice 34: Montrer qu'un endomorphisme f d'un espace vectoriel E commute
avec un projecteur p € Z(E) si et seulement si Im(p) et Ker(p) sont stables par f.

|1 iAYAl Trace d’'une matrice ou d’'un endomorphisme

Exercice 35 : Calculer la trace de u € .Z(R3) dans chacun des cas suivants.

(D) ux,y,2)=(x+y+z,x+z,y+2), (i) ulxy2)=x-yy—2z2—x).

Exercice 36 : Soit n € N. Calculer la trace de u € .£(C,,[X]) dans les cas suivants.

(i) u(P)=P+P', (ii) u(P)=P(X+1)-P(X), (iii) u(P)=XP' +P(1).

Exercice 37 : Soit A € .#>(C). Calculer la trace de I'application ¢ € £ (#>(C))
défini par ¢ (M) = AM pour tout M € .#>(C).

Exercice 38 : Soient A, B € .#,(C) vérifiant AB — BA = A. Montrer que pour tout
entier p e N*, on a tr(A”) =0.

Exercice 39 : Montrer que 'ensemble H = {M € .#,(R) | tr(M) = 0} est un hyper-
plan de I'espace vectoriel .#, (R).

Exercice 40 : Soit FE un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*. On consi-
deére une base Z de E et un endomorphisme u € .Z(E) de rang 1.

1. Montrer qu'il existe X € .#,,1(R) et Y € .41 »(R) tels que Maty(u) = XY.
2. En déduire que u? = tr(u)u.

Exercice 41 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On considere un en-
domorphisme u € .Z(E) tel que 13 =Idg. On note
1
p= g(IdE+u+ u?).

1. Montrer que p est un projecteur sur Ker(u —Idg).
2. Montrer que

dim (Ker(u - Idg)) = % (dim(E) +tr(w) + tr (u?)).
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