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Chapitre 2 - Compléments d’algebre linéaire

Introduction

L'algebre linéaire est née de I'étude des systémes linéaires, dont la résolution est motivée par I'introduction de la
géométrie analytique par Descartes dans son appendice La Géométrie en 1637. Les premiers résultats sont énon-
cés par Leibniz en 1693 et Maclaurin en 1748 pour les systemes a deux ou trois inconnues, puis généralisés par
Cramer en 1750 avec les formules qui portent aujourd’hui son nom. Ce n'est qu'en 1810 que Gauss présenta la
méthode du pivot permettant de résoudre les systémes linéaires sous forme de tableaux de nombres. Cependant,
on en trouve des traces en Chine aux alentours du II° siécle avant notre ere, sous le nom de Fang cheng ce qui se
traduit littéralement par «la disposition rectangulaire ».

Les tableaux de nombres sont manipulés depuis deux siecles avant notre ere, mais le terme « matrice » est em-
ployé pour la premiére fois par Sylvester en 1850. Les opérations usuelles du calcul matriciel sont définies dans un
traité de Cayley publié en 1854 portant sur les transformations géométriques. Cette approche abstraite des opéra-
tions sur les matrices est révolutionnaire car 'utilisation des matrices était essentiellement bornée au calcul des
déterminants jusque-la.

Au cours du XVIII® siécle, les mathématiciens cherchent a développer un formalisme permettant d'unifier les ré-
sultats sur des objets distincts présentant des propriétés communes. Grassmann publie son traité La théorie de
Uextension linéaire en 1844 dans lequel il introduit la notion d’espace vectoriel de dimension finie afin de calculer
des grandeurs géométriques en étant débarrassé des choix de coordonnées. Le fait que la dimension puisse étre
supérieure a trois fit apparaitre quelques réticences de la part de ceux qui considerent que tout objet mathéma-
tique doit avoir une interprétation dans le monde sensible, mais elles se dissipérent avec le temps. Finalement,
Peano donne en 1888 une définition axiomatisée des espaces vectoriels proche de celle que nous utilisons de nos
jours.

Lalgebre linéaire est omniprésente dans les différentes disciplines scientifiques, notamment par l'utilisation des
matrices et de leurs propriétés. De plus, la notion d’espace vectoriel a par exemple un réle central en mécanique
quantique et dans la théorie des codes utilisée dans les télécommunications.

Lobjectif de ce chapitre est principalement d’effectuer quelques rappels d’algebre linéaire de premiére année,
puis d’introduire quelques nouvelles notions que nous utiliserons dans les chapitres suivants.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C. Tous les espaces vectoriels dans ce chapitre sont
considérés sur le corps K.

m Rappels sur les espaces vectoriels

Dans cette partie, on effectue des rappels de premiere année sur les espaces vectoriels. Dans un soucis de clarté,
les notions ne seront pas rappelées dans un ordre logique mathématiquement, mais dans un ordre thématique.
Notamment, certains énoncés utiliserons la notion de dimension avant d’en avoir rappelée la définition.

LA - Généralités
On ne rappelle pas la définition général d'un espace vectoriel sur le corps K. Cette notion permet de généraliser la

notion de vecteurs du plan ou de I'espace.

En pratique, on ne démontre jamais qu'un ensemble F muni de deux lois est un espace vectoriel : on démontre
que F est un sous-espace vectoriel d'un des espaces vectoriels de référence ci-dessous.

Remarques 1:
a) Les éléments d'un espace vectoriel s’appellent les vecteurs.
b) Les éléments du corps K s’appellent les scalaires.
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Exemples 1: Les ensembles suivants munis de leurs lois usuelles sont des espaces vectoriels sur le corps K.
a) L'ensemble des n-uplet d’éléments de K, noté K",
b) L'ensemble des polyndmes a coefficients dans K, noté <[ X].
c) Lensemble des matrices a p lignes et g colonnes a coefficients dans K, noté ./, p,q[K).
d) L'ensemble des suites a valeurs dans [K, noté KV,

e) Lensemble des applications d’'un ensemble Q dans K, noté K ou .% (Q, K).

Notation: On note O le vecteur nul de I'espace vectoriel E.

I.B - Sous-espaces vectoriels

Définition (Sous-espace vectoriel) : Une partie F d'un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E si
(i) OgeF,

(i) Stabilité par combinaison linéaire: V(u,v)€ F?, YA€k, u+AveF.

Remarque 2: La définition ci-dessus est équivalente a imposer que 'ensemble F muni de
(i) larestriction de laloi d’addition +: E x E — E al’ensemble F x F,
(i) laloi de multiplication x :[K x E — E a '’ensemble K x F

est un espace vectoriel sur K.

Exemples 2 :
a) Les parties {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.
b) Lensemble F = {(x,y) € R? | x + y = 0} est un sous-espace vectoriel de R2.
¢ Lavecteur nul (0,0) de R? est dans F, car 0+ 0 =0.

e Siu=(x,y)eF,v=(x",y)e Fet AeR, alorsle vecteur u+ Av = (x+ Ax', y+ 1y") € F, car
X+AX)+(+AY) =+ P+ A +yY)=0+A1x0=0.

c) Lensemble des matrices symétriques .7, (K) est un sous-espace vectoriel de .#, ().
¢ La matrice nulle de .#, (IK) est symétrique.
e Si(M,N)e ./, (K) et A€K, alorson a

(M+AN)" =M" +AN" = M+ AN,

donc la matrice M + AN est symétrique.

d) Lensemble des suites géométriques complexes n’est pas un sous-espace vectoriel de CV, car la somme de
deux suites géométriques n’est plus une suite géométrique en général.

Proposition (Intersection de sous-espaces vectoriels) : Lintersection de sous-espaces vectoriels d'un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

ATTENTION : En général, la réunion de sous-espaces vectoriels de E n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Théoreme 1: Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
(i) Si F estun sous-espace vectoriel de E, alors F est de dimension finie et on a dim(F) < dim(E).

(i) SiF et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors on al’équivalence

F=G o FcG et dim(F)=dim(G).
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I.C - Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition (Somme de deux sous-espaces vectoriels) : La somme de deux sous-espaces vectoriels F et G d'un
espace vectoriel E, noté F + G, est le sous-espace vectoriel de E défini par

F+G={f+g€E|f€F geG}.

Formule de Grassmann: Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie,

alorson a
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(F n G).

Définition (Somme directe de deux sous-espaces vectoriels) : La somme de deux sous-espaces vectoriels F
et G d’'un espace vectoriel E est dite directe si tout vecteur de F + G se décompose de maniére unique comme
une somme de vecteurs de F et de G, i.e.

VYveF+G, 3(f,g)eFxG, v=f+g.

Dans ce cas, la somme de F et G est notée F & G.

Proposition (Caractérisation de la somme directe de deux sous-espaces vectoriels) : La somme de deux sous-
espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel E est directe si et seulement si FN G = {0g}.

Remarque 3 : Pour démontrer I'égalité F N G = {0g}, comme l'inclusion {0g} < F N G est toujours vraie, il suffit
d’étudier I'inclusion réciproque.

Exemples 3 :

a) Les sous-espaces vectoriels des matrices symétriques .7, (K) et des matrices antisymétriques 7, (K) de I'es-
pace vectoriel .#,(KK) sont en somme directe. En effet, si M € .7}, (K) n <%, (K), alors on a

M'=M e M'=—-M = M=0.

b) Le sous-espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures de .4, (K) n’est pas en somme directe avec
sous-espace vectoriel des matrices triangulaires inférieures de .#, (IK), car leur intersection contient toutes
les matrices diagonales de ./, (K).

Définition (Sous-espaces supplémentaires) : Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel E sont
dits supplémentaires siona E=F & G.

Remarques 4:
a) On dit également que G est un supplémentaire de F dans E.
b) En général, un supplémentaire de F dans E n’est pas unique.
ATTENTION : 1l ne faut pas confondre les notions de supplémentaire et de complémentaire. Un supplémentaire

de F est un sous-espace vectoriel de E, alors que le complémentaire E\ F de F dans E n’est pas un sous-espace
vectoriel (car il ne contient pas le vecteur nul Og).
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Théoréme (Caractérisation des sous-espaces vectoriels supplémentaires) : Deux sous-espaces vectoriels F
et G d'un espace vectoriel E sont supplémentaires si et seulement si

E=F+G et FNG={0g}.

De plus, si E est un espace vectoriel de dimension finie, 1a propriété précédente est équivalente a

dim(E) = dim(F) +dim(G) et FnG={0g}.

Remarque 5: Pour démontrer I'égalité E = F + G, comme l'inclusion F+ G c E est toujours vraie, il suffit d’étudier
I'inclusion réciproque.

Exemple4: Ona .Z,(K) = .7, (K) & o7, (K).

1
e Si M € .#,(K), alors on peut écrire M = S+ A avec S = > (M+M")etA==(M-M").Deplus, ona

N =

ST=—(M"+M)=S et AT==-(M"-M)=-A = (S,A)€.SnK)x.(K).

N~

1
2

* Nous avons déja vérifié .7, (K) N 7, (K) = {0} dans I’exemple 3.

Théoreme (Existence d'un supplémentaire) : Si F est un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel E de di-
mension finie, alors il existe un supplémentaire G de F dans E.

I.D - Familles finies de vecteurs
I.D.1 - Ensemble des combinaisons linéaires

Définition (Ensemble engendré par une famille) : L'ensemble engendré par une famille de vecteurs (vy, ..., vy)
d’un espace vectoriel E est 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy, ..., vy, i.e.

n
\kdwb“”wﬁz{Z}MWEE'M@“”AMEK"}
i=1

Proposition 1 : Si (vy,...,v,) est une famille d'un espace vectoriel E, alors Vect(vy, ..., v;) est un sous-espace
vectoriel de E.

Remarque 6 : Cette proposition permet de démontrer rapidement que certaines parties sont des sous-espaces
vectoriels.

b

{10y (01 )] 1 0\ (0 1
}7—-{a(0 1)+—b(1 0)€L4%§(R)'(a,b)€[R }-—V@ct((o 1),(1 0)).

Exemple 5: L'ensemble F = {(d Z) € > (R) ' (a,b) € [RZ} est un sous-espace vectoriel de .5 (R), car
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1.D.2 - Familles libres

Définition (Famille libre) : Une famille de vecteurs (v, ..., v;) d'un espace vectoriel E est dite libre si
V(/ll,...,/ln)EKn, Mvi+-+A,v,=0g => A1=---=1,=0.

Dans le cas contraire, on dit que la famille (vy, ..., v,) estliée.

Remarques 7 :
a) Une famille contenant le vecteur nul est liée.
b) Une famille d’'un vecteur est libre si et seulement si ce vecteur est non nul.
¢) Une famille de deux vecteurs est libre si et seulement si ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
d) Une famille de vecteurs est liée si et seulement si un vecteur de la famille est combinaison linéaire des autres.

e) Une famille (vy,..., v,) est libre si et seulement si tout élément de Vect(vy, ..., v;) se décompose de maniere
unique comme combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., V.

Exemples 6 :
a) Lafamille ((1,0,1),(1,1,1),(1,1,0)) est une famille libre de R®. En effet, soit (11,12, 13) € R® vérifiant

/1'1(1)0’1)4'/12(1»1’1)+/13(1)1’0) = (0)070) < (/11+A’2+A3)/12+/13)A1+A2) :(0)0)0)-

On utilise le Pivot de Gauss pour résoudre ce systéme linéaire.

/11+/12+/13 = 0
/12+/13 = 0 < Ai=A=23=0.
/11+/12 = 0

b) Lafamille (X(X-1), X(X-2),(X—1)(X~-2)) est une famille libre de R[X]. En effet, soit (11,12, A3) € R3 vérifiant
MXX -1+ X(X-2)+13(X-1)(X-2)=0.
En évaluant cette expression successivement en X =0, X =1 et X = 2, on obtient respectivement que

213=0, —/12=0, 211=0 < ﬂl=/12=/13=0.

Définition (Famille échelonnée en degré) : Une famille de polyn6mes non nuls de K [X] est dite échelonnée en
degré siles polyndmes de cette famille sont de degrés deux a deux distincts.

I Proposition 2 : Toutes famille de polynémes non nuls de K[X] échelonnée en degré est libre.

k .

Exemple 7 : Soit n € N. La famille .% = (Py,..., Py,) ou Py = Z X% e R[X] pour tout k € [0, n] est échelonnée en
i=0

degré, donc .# est une famille libre de R[X].
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I.D.3 - Familles génératrices d'un espace vectoriel

Définition (Famille génératrice) : Une famille de vecteurs (vy,...,v,;) d'un espace vectoriel E est dite généra-
trice si tout vecteur de E s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., vy, i.e.

n
YveE, 3I,... A eK"”, v=) Av;.
i=1

Dans ce cas, on dit que la famille (vy, ..., v;) engendre E.

Remarque 8: Par définition, une famille (vy,..., v,;) engendre E si et seulement si E = Vect(vy,..., V).

Exemple 8 : Lensemble des suites arithmétiques a valeurs dans K est un sous-espace vectoriel de KN. Il est en-

gendré par les suites u: n— netv: n— 1. Eneffet, si x = (x,) pen € KN est une suite arithmétique, alors
(a,b)eK?, VneN, x,=an+b,

ce qui se réécrit x = au + bv.

I.D.4 - Bases d’un espace vectoriel

Définition (Base d'un espace vectoriel) : Une base d'un espace vectoriel E est une famille libre et génératrice
de vecteurs de E.

Exemples 9: Certains espaces vectoriels disposent d'une base « simple » que I'’on qualifie de canonique.
a) Labase canonique de K" est (e, ..., e,) ol pour tout k € [1, n], le vecteur ex a pour unique composante non
nulle la k-éme qui est égale a 1.

b) Labase canonique de I'espace vectoriel K,[X] des polynémes de K[X] de degré au plus nest (1, X,..., X™).

c) Labase canonique de .2}, ;(K) est est (E; ;) (i, je[1,p]x[1,4] OU Pour tout (i, j) € [1, p] x [1, q], la matrice E; j a
pour unique coefficients non nuls celui en position (i, j) qui est égal a 1.

Définition (Coordonnées d’'un vecteur dans une base) : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Les coor-
données d'un vecteur v € E dans une base % = (v1,..., V) de E sont les uniques scalaires xj,..., X, € [ vérifiant
V=X1V1+- -+ XpUn.

De plus, on définit la matrice colonne des coordonnées dans la base % par

X1
Matgz(v) =| : | € Mu1(K).

Xn

Remarques 9:
a) On ne peut que parler des coordonnées d'un vecteur une fois que 'on a choisi une base.
b) Lordre des coordonnées d'un vecteur est important : on ne peut pas les permuter.

Exemple 10 : Les coordonnées du polynéme P = aX?+ bX + c € Ko[X] dans la base € = (1, X, X?) sont données
par
c
Maty (P) = ble %&1(&&).
a
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LLE - Espaces vectoriels de dimension finie

Définition (Espace vectoriel de dimension finie) : On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s’il
existe une famille génératrice finie de E.

Théoreme de la base extraite : Si.% est famille génératrice finie d'un espace vectoriel E, alors .% contient une
sous-famille qui est une base de E.

Remarque 10 : La démonstration est élémentaire et constructive : tant que la famille .% n’est pas libre, on peut
retirer un vecteur de .# qui est combinaison linéaire des autres.

I Corollaire 1 : Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors E admet une base.

Théoreme de la base incompléte : Si.# est famille libre finie d'un espace vectoriel E de dimension finie, alors
on peut compléter .# en une base de E.

Remarque 11 : La démonstration est élémentaire et constructive : tant que la famille .% n’est pas libre, on peut
retirer un vecteur de .# qui est combinaison linéaire des autres.

Théoréme d’existence de la dimension : Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les bases
de E ont le méme cardinal.

Définition (Dimension d’'un espace vectoriel) : Si E est un espace vectoriel de dimension finie, la dimension
de E, notée dim(E), est le cardinal d'une base de E.

Remarque 12 : Intuitivement, la notion de dimension formalise le nombre de degrés de liberté pour un vecteur
générique dans I'espace vectoriel considéré.

Exemples 11 :
a) Lespace vectoriel K” est de dimension 7.
b) Lespace vectoriel K, [X] est de dimension n + 1.
c) Lespace vectoriel .#),,(K) est de dimension pgq.

d) D’apresl’exemple 8, le sous-espace vectoriel F des suites arithmétiques a valeurs dans K est engendré par la
famille (v, v) ot u: n— netv:n— 1. Comme u et v ne sont pas colinéaires, on en déduit que la famille (u, v)
est une base de F et que dim(F) =

Théoreme 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
(i) Si.Z estune famille libre de E, alors on a Card(.%) < dim(E).
(ii) Si.# estune famille génératrice de E, alors on a Card(%#) > dim(E).

(iii) Si.# estune famille de vecteurs de E vérifiant Card(.%#) = dim(E), alors on a les équivalences

F estunebasede E. < % estunefamillelibre. < .# estune famille génératrice de E.

Exemples 12:
a) Lafamille # =((1,0,1),(1,1,1),(1,1,0)) est une famille libre de R* d’apres I'exemple 6.
De plus, on a Card (%) = dim(R?), donc .Z est une base de R3 d’apres le résultat ci-dessus.

b) Lafamille # = (X(X—1), X(X —2),(X —1)(X —2)) est une famille libre de R,[X] d’apres I'exemple 6.
De plus, on a Card(.%) = dim(R,[X]), donc .% est une base de R[X] d’apres le résultat ci-dessus.

Jérome VON BUHREN



Lycée Couffignal - PT* - Mathématiques E

Rappels sur les applications linéaires

Dans cette partie, on effectue des rappels de premiere année sur les applications linéaire. Comme dans la partie
précédente, les notions ne seront pas rappelées dans un ordre logique mathématiquement, mais dans un ordre
thématique.

On considere deux espaces vectoriels E et F sur le corps K.

II.A - Généralités

Définition (Application linéaire) : Une application f: E — F est dite linéaire si
V(u,v) € E?, VAeK, flu+Av)=fw)+Af(v).

On note .Z(E, F) Lensemble des applications linéaires de E dans F.

Remarque 13: Si f: E — F est une application linéaire, alors f(0g) = 0F.

Exemples 13:

a) Lapplication f: R3 — R? définie par f(x,y,z) = (x+ ),y + z) pour tout (x, y,z) € R3 est linéaire. En effet, si on
considere les vecteurs u = (x,y,2) € R3, v = (x', ', z) € R% et un scalaire L € R, on a

fw+Av)= fx+Ax,y+ Ay, z+AZ) = (x + Ax") + (¥ + 1Y), y + AY) + (2 + AZ))
=x+yy+2)+ A +y,y +2)
=fw)+Af(v).

1
b) Lapplication f:R[X] — R définie par f(P) = [ P(¢)dt pour tout P € R[X] est linéaire. En effet, si on consi-
0
deére un couple (PQ) e R[X]? et A€ R, on a

1 1 1
f(P+7LQ):f (P+/1Q)(t)dt:f P(t)dt+7tf Q(nydt = f(P)+ Af(Q).
0 0 0

Comme F est un espace vectoriel sur K, on dispose naturellement d'une structure d’espace vectoriel sur I'en-
semble .Z(E,F).Si(f,g) € Z(E, F)? et A € K, on définit I'application f+Ag: E — E par

VveE (f+Ag)(w)=fw)+Ag).

Proposition 3 : L'ensemble Z(E, F) muni des lois usuelles est un espace vectoriel sur K. De plus, si E et F sont
deux espaces vectoriels de dimension finie, alors . (E, F) est un espace vectoriel de dimension finie et on a

dim (Z(E, F)) = dim(E) dim(F).

Définition (Endomorphisme d’un espace vectoriel) : Un endomorphisme de I’espace vectoriel E est une appli-
cation linéaire de E dans E. L'ensemble des endomorphismes de E est noté .Z(E).

Définition (Automorphisme d’un espace vectoriel) : Un automorphisme de I'espace vectoriel E est une appli-
cation linéaire bijective de E dans E. Lensemble des automorphismes de E est noté GL(E).
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Théoreme 3 : Lensemble GL(E) est un groupe, i.e. il vérifie les trois propriétés suivantes.
(i) Lendomorphisme Idg appartient a GL(E).
(ii) Pour tout u € GL(E), 'endomorphisme 1! € GL(E) etona (v~ ")~ = u.

(iii) Pour tout (u, v) € GL(E)?,ona uove GL(E) et (uov) L = v~ tou™L.

II.B - Isomorphismes d’espaces vectoriels

I Définition (Isomorphisme) : Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Remarque 14 : Si & = (vy,...,v,) est une base de E, 'application ¢ : E — .4, (K) définie par ¢(v) = Matz(v)

pour tout v € E est un isomorphisme. Lapplication réciproque de ¢ est ¢! : .#,, 1 (K) — E définie par

X1 1 "
VX = €Mn1K), ¢ '(X)=) xv;.
X, i=1
Autrement dit, une fois que I’on a choisi une base % = (vy, ..., v,;) de I'espace vectoriel E, ce dernier s'identifie via

les coordonnées de ses vecteurs dans la base Z a .#}, 1 (K), ou plus simplement a K.

Proposition 4 : On a les propriétés suivantes.
(i) Lapplication réciproque d’'un isomorphisme est un isomorphisme.

(ii) La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme.

plication linéaire f : E — F est bijective si et seulement si la famille (f(v1),..., f(v;)) est une base de F.

un isomorphisme f: E — F.

morphes si et seulement si ils ont la méme dimension.

II.C - Image et noyau d’'une application linéaire

Théoreme (Caractérisation des isomorphismes par les bases) : Si (vy,...,v;) est une base de E, alors une ap-

Définition (Espaces vectoriels isomorphes) : On dit que les espaces vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe

Théoreme (Caractérisation par la dimension) : Deux espaces vectoriels E et F de dimension finie sont iso-

Définition (Noyau d’'une application linéaire) : Le noyau d'une application linéaire f : E — F est’ensemble

Ker(f) ={x€ E| f(x) =0F}.

I Proposition 5: Si f: E — F est une application linéaire, alors Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Théoreme (Caractérisation de I'injectivité d’'une application linéaire) : Une application linéaire f : E — F est

injective si et seulement si Ker(f) ={0g}.
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Remarque 15 : Pour démontrer I'égalité Ker(f) = {0g}, comme l'inclusion {0g} c Ker(f) est toujours vraie, il suffit
d’étudier I'inclusion réciproque.

Exemple 14 : Soit f : Ry[X] — R3 I'application linéaire définie par f(P) = (P(0), P(1), P(2)) pour tout P € Ry[X].
On a les équivalences
PeKer(f) < f(P)=(0,0,00 < PO)=P1)=P2)=0.

On en déduit que P € Ry[X] admet trois racines distinctes, donc P = 0. On conclut que Ker(f) = {0}, donc I'appli-
cation linéaire f est injective.

Définition (Image d’une application linéaire) : L'image d'une application linéaire f : E — F est]’ensemble

Im(f)={yeF|3x€E, y=fx)}.

Proposition 6: Si f: E — F est une application linéaire, alors Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Théoreme (Caractérisation de la surjectivité d'une application linéaire) : Une application linéaire f : E — F
est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Proposition 7: Si (vy,...,v,) estune base de E et si f : E — F est une application linéaire, alors on a

Im(f) = Vect(f(v1), ..., f(n).

Exemple 15 : Pour n € N*, on considere 'endomorphisme f : K,[X] — K,[X] défini par f(P) = P’ pour tout
polyndme P € K,[X]. Par la proposition précédente, en considérant la base (1, X,..., X"*) de K,[X], on a

Im(f) = Vect (f(1), f(X),..., f(X™) = Vect (0,1,2X,...,n X" 1) = Vect (1, X,..., X" ™) = K1 [X].

IL.D - Rang d’une application linéaire

Définition (Rang d’'une application linéaire) : Le rang d'une application linéaire f : E — F entre deux espaces
vectoriels de dimension finie est rang(f) = dim(Im(f)).

Remarque 16 : On al'inégalité 0 < rang(f) < min(dim(E), dim(F)).

Théoréme durang: Soit f: E — F une application linéaire. Si E est de dimension finie, alors

dim(E) = dim(Ker(f)) + rang(f).

Corollaire 2 : Soit f: E — F une application linéaire. Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie
vérifiant dim(E) = dim(F), alors

f estbijective. <« f estinjective. < f estsurjective.

Exemple 16 : Lapplication linéaire f : Ry[X] — R3 définie par f(P) = (P(0),P(1), P(2)) pour tout P € Ry[X] est
injective d’apres I'exemple 14. Comme dim(R; [X]) = dim(R3), on déduit de la proposition ci-dessus que f est un
isomorphisme.
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ILLE - Matrice d'un endomorphisme en dimension finie

Dans cette partie, on suppose que les espaces vectoriels E et F sont de dimension finie.

Etant donnée une base % de E et une base € de F, vous avez vu en premiére année que I’on pouvait associer a
toute application linéaire f € Z(E, F) une matrice Matyz « (f) € AqimF),dimg) (K) vérifiant la relation

YveE, Matg(f(v))=Matgs(f) x Matg(v).

Nous limiterons les rappels sur cette notion au cas des endomorphismes : ils sont au cceur du programme d’al-
gebre linéaire de seconde année.

Définition (Matrice d'un endomorphisme dans une base) : Soient % = (vy,...,v,) une base de E et f € Z(E).
La matrice dans la base %4 de 'endomorphisme f € .Z (E) est la matrice Mat(f) € .4, (K) définie par

fw) e fww)

my1 0 Mip\ n .
Matgz(f) =| : to|r avec Vje[Ln], f(vj)=) mijv;.

Mpy - Man) v, =

ATTENTION : En général, lorsque I'on considere plusieurs bases de 1'espace vectoriel, la matrice de f n’est pas la
méme dans les différentes bases.

Exemple 17 : On considére 'endomorphisme f € .2 (R?) défini par f(x,y) = (x — 2y, x +4y) pour tout (x, y) € R2.
La matrice de f dans la base canonique % = (e1, ) de R? est

(1 -2 f(e1)
Mat(@(f)—(1 4) car {f(ez)

e t+en
—2e; +4ey.

La matrice de f dans la base %' = (v, v2) de R? avec v = (2,—1) et v» = (1,—1) est

20
Mateagr(f):(o 3) car {;EZB

201+ 002
Ovy +3v).

Proposition 8:: Soient % une base de E et (f,g) € £ (E)%.

(i) Pourtout v e E, onaMatgz(f(v)) =Matgz(f) x Matz(v).

(ii) Pourtout A €lK, onaMatgz(f +1g) = Matgz(f) + AMatgz(g).
(iii) OnaMatg(fog) =Matz(f) x Matz(g).

(iv) L'application f est un automorphisme si et seulement si la matrice Mat(f) est inversible.
Dans ce cas, on a Matg (f~!) = Matg(f) ™.

Remarques 17 :

a) On déduit de la proposition précédente que 1'application ¢ : .Z(E) — .#,(IK) définie par ¢(f) = Matg(f)
pour tout f € Z(E) est un isomorphisme d’espace vectoriel. De plus, les éléments de GL(E) correspondent
bijectivement avec les éléments de GL,, (K) via cette isomorphisme.

b) Onrappelle que f* = fo---o f pour tout n € N. On déduit par récurrence de (iii) que 'on a
——

n fois

VneN, Maty(f")=Maty(f)".
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Exemples 18: On reprend 'endomorphisme f et les bases % et %’ définis dans I'exemple 17.
a) La matrice colonne des coordonnées dans la base % de I'image par f du vecteur v = (3, —-2) = 3e; —2e; est

1 -2)\(3 7
Mat gz (f (1)) = Mat(f) x Matg(v) = (1 ) )(_2) _ (_5)’
doncona f(v) =7e, +—5e; = (7,-5).

b) On peut également utiliser la base %’ pour faire le calcul. On a v = (3,-2) = v1 + v, donc

2 0\(1 2
Matg (f(l})) = Maty (f) x Matg (v) = (0 3) (1) = (3) ,

doncona f(v) =2v; +3v2 = (7,-5).
c) Lamatrice de f2 dans les bases % et %’ sont respectivement

-1 -10

4 0
5 14) et Mat%'(f2)=Matw(f)2:( )

Matg (fz) =Maty(f)* = ( 09

d) Lapplication f est bijective car Mat(f) est inversible. De plus, la matrice de f~! dans les bases % et %’ sont
respectivement

1(4 2

Matg (f~') = Matz(H)™' = - (_1 1

= ) et Mat%/(f_l)zMatggr(f)_l=l(3 0).

610 2

Bilan : Une fois que I'on a fixé une base 4 de I’espace vectoriel E, nous pouvons donc passer aux objets définis
dans le cadre des espaces vectoriels a des objets matriciels. Le tableau ci-dessous résume la correspondance entre
ces deux aspects. Nous le compléterons par d’autres lignes durant 'année.

Représentation vectorielle | Lien | Représentation matricielle
vEE Maty Ve ) ([K)
f,g€ L (E) Mat M,N € ., (K)
fn€E Mat MV € M (K)
f+Ag Matg M+ AN
fog Mat MN
f~lavec f € GL(E) Mat M1 avec M € GL,,(K)
v e Ker(f) Maty V e Ker(M)
v eIm(f) Matgz V eIm(M)
rang(f) = rang(M)

Nous venons de voir que I'on pouvait associer a un endomorphisme une matrice dans chaque base de I'espace
vectoriel ambiant. Pour terminer, nous allons étudier le lien qui existe entre ces différentes matrices d'un méme
endomorphisme.

Définition (Matrice de passage) : Soient Z = (v1,...,V,) et &' = (vi,..., v;l) deux bases de E. La matrice de
passage de la base % vers la base %’ est la matrice Py_. 4 € .#,(K) définie par

!

v,
P11 =t Pin| n n
. . . . !/
Pyp_gp=|: P2 avec Vje[Ln], vi=) pijvi.
i=1
Pn1 - Pnnl) Un
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Exemple 19 : On considére la base %' = (v1, v2) de R? avec v; = (2,-1) et v» = (1,—1). En notant Z = (e}, e») la
base canonique de R2, on a
2 1
Py .z = ( ) car { u1

-1 -1 1)

261 — €2
€] — en.

Proposition 9 : Soient % et ' deux bases de E.
(i) Pourtout ve E,onaMatgz(v) =Pg_g x Matg (V).

(ii) La matrice Pg_. 4 estinversible etona (Pgz_z) "' = Py _ 4.

Exemples 20 :

a) Onreprend les bases % et %' de R? défini dans I’exemple 19. D’apres la proposition ci-dessus, on a
1 1
Po/_,o = Po_,;,/_lz .
-2 = (Pg—.z) (_1 _2)

On en déduit que e; = v; — vy et ex = v1 —2V5.

b) La matrice colonne des coordonnées dans la base £’ du vecteur v = (4,3) = 4e; + 3e; est

)

1 1)\(4 7
Matgy (V) = Py — g x Matg(v) = (_1 _2) (3) = (_10

donconav=(4,3)=7v;—-10v.

Formule du changement de base : Soient # et %’ deux bases de E. Pour tout f € Z(E), on a

Mato /(f) = P%/_,gg X Mat%(f) X P«@—n@/'

Exemple 21 : On reprend I'endomorphisme f et les bases définis dans '’exemple 17. En utilisant la formule du
changement de base, on a

1 1\(1 -2\(2 1 2 0
Mato,r(f)—P@f—»@XMatgz‘(f)XP@w@'—(_l _2)(1 4)(_1 _1)—(0 3),

ce qui est cohérent avec les calculs de 'exemple 17.

Définition (Matrices semblables) : Deux matrices A € .Z,,(K) et B € .#,,(K) sont dites semblables s'il existe une
matrice P € GL,(K) telle que B = PAP1L,

Remarque 18 : D’apreés les propriétés précédentes, en notant B = Matg (f), A = Matgz(f) et P = Py _. 2, on ob-
tient la relation

B=PAP™..
On en déduit que deux matrices A et B sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomor-
phisme dans deux bases de E.
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ILF - Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

Dans cette partie, on considere un espace vectoriel E sur le corps K.

II.LE1 - Homothéties vectorielles

Définition (Homothétie vectorielle) : On appelle homothétie vectorielle de rapport A € K 'endomorphisme h
de I'espace vectoriel E défini par & = Aldg.

Remarques 19:
a) Autrement dit, pour tout v € E, on a h(v) = Av.

b) Si E est de dimension finie n € N*, alors pour toute base # de E, on a Matz(h) = A1,,.

II.LE2 - Projecteurs vectoriels

Définition (Projecteur) : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F & G. On appelle projec-
teur sur F parallelement a G 'endomorphisme p € .2 (E) défini par

YveE, pw=f si v=f+g.
€EF €G

Ilustration : La figure suivante représente géométriquement la projection de v € E sur F parallelement a G.

Remarques 20 :

a) Si p e Z(E) est un projecteur sur F parallelement a G, alors on a
F=Im(p)=Ker(p—Idg) et G=Ker(p)=Im(p—-Idg).
b) Si p € Z(E) est le projecteur sur F parallelement a G, alors 'endomorphisme g = Idg — p est le projecteur

sur G parallelement a F.

Théoreme (Caractérisation algébrique des projecteurs) : Un endomorphisme p € .Z(E) est un projecteur si et
seulement si pop = p.
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Exemples 22 :
a) On considere I'endomorphisme p : R® — R3 défini par

Y(x,y 2) eR3, px,y2)=x+y—-z,x+y—-z,x+y—2).
Lendomorphisme p est un projecteur de R3, car pour tout (x, y,z) € R%, on a
ppx,y,2)=px+y—-2z,x+y—2z,x+y—-2)=(x+y—-z,x+y—-2,x+y—2)=px,Y),2).
De plus, les éléments caractéristiques du projecteur p sont
F =Im(p) = Vect(p(1,0,0), p(0,1,0), p(0,0,1)) = Vect((1,1,1)),
G =Ker(p) ={(x,y,2) e R* | x+ y— 2= 0} = Vect ((1,0,1),(0,1,1)).

b) On considére I'endomorphisme p: .#,(K) — .4, (K) défini par

VMe #,(K), pM) = %(M+MT).

L'endomorphisme p est un projecteur de .#,(K), car pour tout M € .#,(K), on a

1 1(1 1 Ty 1
pp(M) =2 (p(M)+pM)T) = 513 (M+M")+ E(M+MT) =3 (M+M")=pM).
De plus, les éléments caractéristiques du projecteur p sont

F=Ker(p-1d) = {M e #,(K) | p(M) - M =0} = {M € M,(K) | M" = M} = ,(K),

G=Ker(p) = {Me #,(K) | p(M) =0} = {M € M,(K) | M = ~M} = o7, (K).

II.LE3 - Symétries vectorielles

Définition (Symétrie) : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F @ G. On appelle symétrie
par rapport a F parallelement & G 'endomorphisme s € .Z(E) défini par

YveE, sw=f-g si v=f+g.
€EF €G

Illustration : La figure suivante représente géométriquement la symétrie de v € E par rapport a F parallelement
agG.
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Remarques 21 :
a) Sise . Z(E) estlasymétrie par rapport a F parallelement a G, alors on a

F=Ker(s—Idg) et G=Ker(s+Idg).

b) Sip e Z(E) estle projecteur sur F parallelement a G et s € .Z(E) est la symétrie par rapport a F parallelement
a G alors on a larelation s =2p — Idg.

Théoreme (Caractérisation algébrique des symétries) : Un endomorphisme s € .Z(E) est une symétrie si et
seulement si sos=1Idg.
Exemple 23 : On considére I'’endomorphisme s: K[X] — K[X] défini par
VPeKI[X], s(P)=P(-X).
Lendomorphisme s est une symétrie de K[X], car pour tout P € K[X], on a
s(s(P)) = s(P(—X)) = P(-(=X)) = P(X).
De plus, les éléments caractéristiques de la symétrie s sont

F=Ker(s—1Id) = {P € K[X] | s(P) - P = 0} = {M € .#,,(K) | P(-X) = P(X)},
G=Ker(s+1d) = {P € K[X] | s(P) + P =0} = {M € .4, (K) | P(-X) = —P(X)}.

11l Compléments d’algebre linéaire

III.A - Produit d’espaces vectoriels

On considere un entier m € N* et des espaces vectoriels Ej,..., E,, sur le corps K. On peut naturellement définir
sur I'ensemble produit E = E; x --- x E;,; une loi + : E x E — E composante par composante, i.e.

V((xlr-”)xm)’(yl)---)ym)) € Ezy (XI;---,xm) + (J/L---,J’m) = (xl +J/1,---,xm+J’m)-
De méme, on peut naturellement définir sur I’ensemble produit E = E7 x -++ x E;,, uneloi - : K x E — E par

V(A (X1, Xm)) EK X E, A+ (X100, Xm) = (AX1, .0, Aip).

Proposition 10 : Le produit E = E; x --- x E,, muni des lois définies ci-dessus est un espace vectoriel sur K.

Exemples 24 :
a) Onretrouve que K" =K x --- x K est naturellement un espace vectoriel sur le corps K.

b) L'ensemble K[X] x K dispose d'une structure naturelle d’espace vectoriel sur le corps K.

Proposition 11: Si Ey, ..., E,, sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors 'espace vectoriel E1 x --- x E;,
est de dimension finie et on a

m
dim(E; x -+ x Epy) = Y dim(Ey).
k=1

Remarque 22 : Si (uy,...up) est une base de Ej et que (v, ..., v4) est une base de Ey, alors une base de E; x E; est

((uerEZ): (XN (uprOEz); (OEI, Vl)) (KX} (OEI, Vq))
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III.LB - Somme de sous-espaces vectoriels

Définition (Somme de sous-espaces vectoriels) : La somme de sous-espaces vectoriels Fi,..., F; d'un espace
vectoriel E, noté F; +--- + Fy,, est le sous-espace vectoriel de E défini par

Fi+-+Fp={vni++vmeE|Vie[l,m], vieF}.

Définition (Somme directe de sous-espaces vectoriels) : La somme de sous-espaces vectoriels Fy,..., F,,; d'un
espace vectoriel E est dite directe si tout vecteur de F; +--- + F,;; se décompose de maniére unique comme une
somme de vecteurs des sous-espaces vectoriels Fj, i.e.

YveFi+---+F,, 3(vi,...,.vmeF x---xFy, UV=v+-+Un.

Dans ce cas, la somme de Fi,..., F;;, est notée F; & --- & Fy,.

Exemple 25 : Trois droites vectorielles dans R3 sont en somme directe si et seulement si elles ne sont pas copla-
naires.

Proposition (Caractérisation de la somme directe) : La somme de sous-espaces vectoriels Fi,..., F,, d'un es-
pace vectoriel E est directe si et seulement sile vecteur nul se décompose de maniére unique comme une somme
de vecteurs des sous-espaces vectoriels Fj, i.e.

Y(v,..ovm)eFix-+xFy, v+-+0,=0g = vi=:-=0y=0g

Proposition 12: Soient Fi,..., Fy, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie.
SiE=F, &---® Fy,, alors la concaténation de bases des espaces vectoriels Fy,..., F;, est une base % de E.

Remarque 23 : On en déduit que sila somme des sous-espaces vectoriels Fi,..., Fy, est directe, alors on a

dim(F, ®---o F,;) =dim((F;) +--- +dim(Fy,).

Définition (Base adaptée a une décomposition en somme directe) : Avec les notations de la proposition pré-
cédente, on dit que & est une base de E adaptée a la décomposition en somme directe E=F; @ --- & Fy,.
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III.C - Sous-espaces stables par un endomorphisme

Définition (Sous-espace vectoriel stable) : Un sous-espace vectoriel F d'un espace vectoriel E est dit stable par
un endomorphisme f e Z(E)si f(F)cF,i.e.

YveF f(v)eF

Exemples 26 :
a) Les sous-espaces vectoriels {0z} et E sont stables par tout endomorphisme f € Z(E).
b) Les sous-espaces vectoriels stables d’une rotation vectorielle de R? d’angle /2 sont {(0,0)} et R?.

c) Les sous-espaces vectoriels stables d’une rotation vectorielle de R® d’angle 7/2 sont {(0,0,0)}, 'axe de la ro-
tation D, le plan vectoriel orthogonal a D et R3.

d) On considére 'endomorphisme f: R® — R défini par
Y(x,y,2) € R3, fx,3,2)=Tx+4y+4z,4x—-8y+z,—4x—y+82).
Les sous-espaces vectoriels D = Vect ((1,-4,0)) et H = Vect((0,0,1), (4,1,0)) sont stables par f. En effet, on a

D :V 1,—4, :V -9, , D’
f(D) = Vect(f( 0)) = Vect ( ( 9?;6 0))c
€
f(H) =Vect(f(0,0,1), f(4,1,0)) = Vect((4,1,8),(32,8,-17) ) < H.
€H €H

Remarque 24 : Si F est un sous-espace stable par f € .Z(E), alors la restriction de f au sous-espace vectoriel F,
noté fir, est un endomorphisme de F. On appelle fir 'endomorphisme induit par f sur F.

Proposition 13 : Soient Fi,..., F;, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de dimension finie tels
que E = F; &---® Fp,. On considére une base adaptée & = (%4,..., $m) aladécomposition E= F; &---& F,;, et un
endomorphisme f € .Z(E). Les sous-espaces vectoriels Fy, ..., Fp, sont stables par f si et seulement si la matrice
de f dansla base £ est de la forme

A O - O
0O A .
Maty(f)=| 7 avec Vie[l,m], A;€.Mgme,)K).
T ¢
O - 0 A,

Dans ce cas, on a A; = Matg, (fir,) pour tout i € [1,m].

Exemple 27 : On reprend I'’exemple précédent. On considére la base adaptée

% =((1,-4,0),(0,0,1),(4,1,0))

Base de D Base de H

ala décomposition en somme directe R? = D @ H. La matrice de I'endomorphisme f dans la base % est

-9l0 o
Matz(f)=| o | 8 -17
0|1 8
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Remarques 25:

a) Pour tout projecteur p € .Z(E) d'un espace vectoriel E de dimension finie, si # est une base adaptée a la
décomposition en somme directe E = Im(p) ¢ Ker(p), alors on a

Matgz(p) = (I(; 8) avec r=dim(F)=rang(p).

b) Pour toute symétrie s € .Z(E) d'un espace vectoriel E de dimension finie, si 4 est une base adaptée a la
décomposition en somme directe E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg), on a

Matz(s) = (I(’)C _?g) avec k=dim(Ker(s—Idg)) et ¢=dim(Ker(s+Idg)).

III.D - Trace d’'une matrice et d’'un endomorphisme

Définition (Trace d’une matrice carrée) : La trace d'une matrice A € .#,,(K), notée tr(A), est la somme de ses
coefficients diagonaux, i.e.

n
tr(A) = ) agk.
k=1

Proposition 14 : La trace vérifie les propriétés suivantes.
(i) Lapplication tr: ., (K) — K est une application linéaire.

(ii) Pour tout (A, B)? € .4, (K), on atr(AB) = tr(BA).

Rappelons que deux matrices A € .#,(K) et B € .4, (K) sont dites semblables s'il existe une matrice P € GL,,(K)
telle que B = PAP™L.

I Corollaire 3 : Si deux matrices de .#,,(IK) sont semblables, alors elles ont la méme trace.

Définition (Trace d'un endomorphisme) : Soit f € .Z(E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de di-
mension finie. La trace de f, notée tr(f), est la trace de la matrice représentant f dans une base % de E.

Remarque 26 : D’apres le lemme précédent, le nombre tr(f) ne dépend pas de la base Z que I'on utilise pour
faire le calcul. En effet, si 8’ est une autre base de E, on a avec la formule du changement de base

Matz (f) = P55 x Matg (f) x P = Py x Mat(f) x (Pgr—8) ™",
donc les matrices Matg(f) et Matg (f) sont semblables, donc elles ont la méme trace.

Exemples 28 :
a) On considérel’endomorphisme [ : Ry[X] — Ry [X] défini par f(P) = XP"(X)+P(X) pour tout P € R,[X]. Dans
la base canonique % = (1, X, X?) de R,[X], la matrice de f est

1 0 0
A=Matg(f)=[0 1 2].
0 01

Par définition, on obtient que la trace de f esttr(f) =tr(A)=1+1+1=3.

b) D’apres la remarque 25a, pour tout projecteur p € .-Z(E) d’'un espace vectoriel E de dimension finie, on a la
relation tr(p) = rang(p).
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11 LAl Hyperplans d'un espace vectoriel de dimension finie

Définition (Hyperplan d'un espace vectoriel) : On appelle hyperplan d'un espace vectoriel E tout sous-espace
vectoriel de E admettant une droite comme supplémentaire dans E.

Remarque 27 : Autrement dit, un sous-espace vectoriel F de E est un hyperplan de E si et seulement si il existe
un vecteur v € E\ {0g} tel que E = F & Vect(v).

Théoréme de caractérisation des hyperplans : Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E de di-
mension finie. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le sous-espace vectoriel F est un hyperplan de E.
(i) Onadim(F) =dim(E)—1.

(iii) Il existe une application linéaire non nulle ¢ : E — K telle que F = Ker(¢p).

Exemples 29 :
a) Sidim(E) =2, les hyperplans de E sont les droites vectorielles de E.
b) Sidim(E) = 3, les hyperplans de E sont les plans vectoriels de E.

Remarque 28: Si % = (ey,...,e,) est une base de E, alors on a pour ¢ € Z(E,K) et tout (xy,...,x,) € K" que
p(x1e1+-+xpep) = x10(€1) + -+ xp@ley) =ayx1 +---+anx, avec Vie[l,n], a;=q¢e).

On en déduit avec le théoréme ci-dessus qu'un sous-espace vectoriel F de E est un hyperplan si et seulement si il
existe (ay,..., an) € K” non nul tel que F est caractérisé par

v=xie1+---+xpep€F o ayx1+---+ayx,=0. (E)

On dit que (E) est une équation de I'’hyperplan F de E dans la base 4.

Théoréme (Equations d’un sous-espace vectoriel) : Soient E un espace vectoriel de dimension n et p € [0, n].
(i) Lintersection de p hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins n — p.

(ii) Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — p est 'intersection de p hyperplans de E.

Remarques 29 :

a) On déduit de (i) que I'ensemble des solutions d'un systeme d’équations linéaires a p équations et n incon-
nues est un sous-espace vectoriel de K" de dimension au moins n — p.

b) On déduit de (ii) que si F est un sous-espace vectoriel de dimension n— p d'un espace vectoriel £ muni d'une
base (ey,..., ey), alors il existe des scalaires a; ; € K pour (i, j) € [1, p] x [1, n] tels que

ay Xyt +aypnXn = 0
v=x1e1+---+xyep,€F o : S)

apX1+---+apnxn = 0.

On dit que (S) est une équation du sous-espace vectoriel F de E dans la base 4.

¢) L'équation d'un sous-espace vectoriel n’est pas unique : toute opération élémentaire sur le systeme donne
un nouveau systeme décrivant le méme sous-espace vectoriel.
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