Variables aléatoires discretes
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Chapitre 11 - Variables aléatoires discretes

Introduction

Nous avons précédemment généralisé la notion d’espace probabilisé et ses propriétés au cas des univers infinis.
Dans ce chapitre, nous commencerons par étudier succinctement la notion de famille sommable en vue de ma-
nipuler des sommes indexées par un ensemble infini. Ensuite, nous étendrons la notion de variable aléatoire vue
en premiere année au cadre d'un univers infini.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.

Familles sommables

Dans la suite de ce chapitre, nous aurons besoin de manipuler des sommes de familles d’éléments de K indexées
par un ensemble au plus dénombrable. Afin de rendre ces opérations rigoureuses, nous allons étudier la maniere
d’associer a une famille au plus dénombrable (x;) ;c; d’éléments de [ un nombre correspondant intuitivement a la
somme de tous les éléments de la famille. Les notions vues dans cette partie ne feront I'objet d’aucune évaluation
spécifique.

Sil’ensemble I est fini, il n'y a pas de difficulté : on peut écrire I = {iy,...,i,} ou les éléments iy, ..., i, € I sont deux
a deux distincts et définir la somme de la famille (x;);e; par

n
in = Z Xip+
k=1

iel

Il est clair que la valeur de cette somme ne dépend pas de la maniéere dont on a numérotée les éléments de I, i.e.
de I'ordre de sommation des éléments de la famille.

Si 'ensemble I est dénombrable, il est tentant de procéder de maniere analogue. On peut écrire I = {i; | k € N}
ol (ix)ken €St une suite injective d’éléments de I et définir la somme de la famille (x;);e; par

+00
Z Xi = Z K-
iel k=0

Cependant, cette approche se heurte a deux difficultés en général :

* la convergence de la série Z x;, dépend de la maniere dont on a numéroté les éléments de I;
k>0

* méme sila série Z x;, converge, sa somme dépend de la maniere dont on a numéroté les éléments de 1.
k>0

Nous allons voir comment éviter ces difficultés dans la suite de cette partie.

Exemple 1: On peut démontrer qu'on a I'égalité

too (- 1 1 1 1 1
In@2) =) =l 4 e —— — SR
= n+1 273 4 2k—1 2k+2

Si on s’autorise a effectuer une permutation des termes de la somme ci-dessus, on obtient

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l1-——-——]4+|--=--= +ee+r|l -4zl - +|--=|F+ | — =+
2 4 3 6 8 2k—-1 4k-2 4k 2 4 6 8 4k—-2 4k
1 1 1 1 1 1 1
1--—+-—-——+e+F—— — 4. | = =
2 3 4 2k-1 2k 2

5 In(2).

Bien que les termes additionnés soient les mémes, nous avons obtenu deux sommes différentes.

Jérome VON BUHREN
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I.A - Familles sommables de réels positifs

On commence par quelques remarques sur les propriétés de ’ensemble [0, +oc].

* La relation d’ordre sur les nombres de [0, +oo[ s’étend naturellement a 'ensemble [0, +oc]. De plus, toute
partie A de [0, +oo] admet une borne supérieure dans [0, +oo] que I'on note sup(A).

e [addition de [0, +oo[ s’étend naturellement a ’ensemble [0, +o0] en posant
Vxe€[0,+00], x4+ (+00)=(4+00)+ x=+o00.
e Lamultiplication de [0, +oo[ s’étend naturellement a I’ensemble [0, +oc0] en posant
0x (+o0)=(+00) x0=0 et Vxe€]0,+oo], xx(+o0)=(+00)x x=+00.

Rappelons que si (x;) je; est une famille finie d’éléments de [0, +oo], nous avons vu dans I'introduction de cette

partie que nous pouvions définir Z X sans difficulté.
jeJ

Définition (Somme d’une famille de [0, +o0]) : La somme d'une famille (x;);e; au plus dénombrable de [0, +00]
est’élément de [0, +oo] définie par

le- :sup{zij [0,400] | J€ Z2(]) estﬁni}.

iel jeJ

Remarques1:

a) Par convention, si I = & alors Z x; =0.
iel
b) Si I est un ensemble fini, on retrouve la notion habituelle de somme.
c) S’il existe un indice iy € I tel que x; = +o0o, alors Z X; = +oo0.
iel

d) On peut vérifier que la définition ci-dessus ne dépend pas de la maniére de décrire la famille sommée. Plus

précisément, si ¢ : J — I est une bijection, alors on a Z X; = Z Xp(j)-

iel JjeJ

Proposition 1: Si ) uj, est une série de réels positifs, alors on a
n=0

+00
Y u, silasérie converge
Z Un = n=0

neN +oo  sila série diverge.

Remarque 2 : On en déduit que la nature et la somme d’une série a termes positifs ne dépendent pas de I'ordre
de sommation des termes.

+ool 1
=2et Z — = +o0.

Exemple2: Ona ) — —
2 neNs 1

1 —
neN 2" n=0

Proposition (Linéarité et croissance dela somme) : Soient (x;);es et (¥;)ie; deux familles au plus dénombrables
de [0, +o0].

(i) Pour tout (A, p) € [0,+00]%, 0ona y_(Ax; +uy;) =A (Z x,-) + U (Z yi).

iel iel iel

(i) Six; <y;pourtoutie I,alorsona Z X; < Z Vi

iel iel
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Rappelons qu'une famille (I,;) 5eny €St une partition d'un ensemble I si
(i) les ensembles de la famille (1) ,eny SOnt non vides et deux a deux disjoints,

(ii) les ensembles de la famille (I;),en recouvrent I, ie. I = U I,,.
neN

Théoréme de sommation par paquet : Si (x;);c; une famille au plus dénombrable de [0, +oc] et si (1) nen €St
une partition de I, alors on a

Tu-X (L]

iel neN\iel,

Exemple 3: Notons D, = {(p,q) €N? | p+ q = n} pour tout n € N.

q
La famille (Dy)en €St une partition de N?, donc
par le théoreme ci-dessus, on a
1 Z 1

(p,g)EN? (P +q+ 1)2 - neN(p,q)eD,, (p +q+ 1)2

Lo—4e)

Up,q
B Card(D,,)
N (n+ 1)2
n+1
s (m+ 1)2

1
= — = +o00.
pen i+l

ZLo)

Lo

Théoréme de Fubini: Si (#;,7) (i, jerx; est une famille au plus dénombrable de [0, +oc], alors on a

L =L)X (L)
@, )elx] iel\jeJ jeJ\iel
En particulier, si (x;) e et (y;) jey sont deux familles au plus dénombrables de [0, +oo], alors on a

£ s=(Lu]x( L)

(i,j)elx] iel JjeJ

Exemple 4 : En utilisant le théoréme de Fubini, on a

5 p’ :Z(Z p1 ):Ze—Zp(Zp_):Ze‘zpeP:Ze"’:%.

q
2 2 —
(p,q)eN? € pq! peN que pq! peN geN q! peN peN €

Bilan : En résumé, les régles pour manipuler la somme d’'une famille de [0, +oc] sont les mémes que celles pour
manipuler les sommes finies.

Jérome VON BUHREN
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I.B - Familles sommables de réels ou de complexes

Définition (Famille sommable de réels ou complexes) : Une famille (x;);c; au plus dénombrable d’éléments

de K est dite sommable si Z |x;] < +o0.
iel

Proposition 2 : Soient (x;);es €t (¥;)ie; deux familles au plus dénombrables d’éléments de K. Si | x;| < |y;| pour
tout i € I et que la famille (y;) ;e est sommable, alors la famille (x;);c; est sommable.

Remarques 3:
a) Si (x;)ies est une famille au plus dénombrable de nombres réels, alors on note

Viel, x/=max(x;0) et x; =max(—x;0).

Les familles (xlfr)l.E Jet (xl.’)l.E ; sont des familles au plus dénombrables de [0, +oo]. De plus, on a

Viel, |xil=x]+x; et xj=x/—-x;,
donc on a en particulier que
Viel, 0<x; <|x| et 0<x; <lxil.

On conclut par croissance de la somme que si (x;) ;e est sommable, alors (x])._, et (x7),_, sont sommables,

donc leur somme Z x;r et Z x; sont des nombres réels.
iel iel
b) Si (x;)ie est une famille au plus dénombrable de nombres complexes, alors on a

Viel, O0<|Re(x)l<Ix;| et 0<|Im(x;)|<|x;l.

On conclut par croissance de la somme que si (x;);e; est sommable, alors (Re(x,-)) ieq €t (Im(xi)) ;g sont des
familles sommables de nombres réels.

Définition (Somme d’une famille sommable) : Soit (x;);e; une famille sommable au plus dénombrable d’élé-
ments de K.
(i) Si (x;);es est une famille de nombres réels, alors la somme de (x;) ;e est le nombre réel

£ u= (24t (£7)
iel iel iel
(ii) Si (x;);er est une famille de nombres complexes, alors la somme de (x;);e; est le nombre complexe

Y oxi= (ZRe(xl‘)) +i(ZIm(xi)).

iel iel iel

Remarques 4:
a) SiI=,alors (x;);e; est sommable et on a Z x; =0.
iel
b) Si I est un ensemble fini, alors (x;);e; est sommable et on retrouve la notion habituelle de somme.

Proposition 3 : Soient (x;);e; une famille au plus dénombrable d’éléments de KK et (i) ,en Une suite injective

d’éléments de I telle que I = {i,, | n € N}. La famille (x;);c; est sommable si et seulement si la série Z X,
n=0

converge absolument. Dans ce cas, on a

+00
in = Z Xi,-
n=0

iel
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Remarque 5: On en déduit que la nature et la somme d'une série absolument convergente ne dépendent pas de
I'ordre de sommation des termes.

Proposition (Linéarité et croissance de la somme) : Soient (x;)jes et (y;)ie; deux familles sommables au plus
dénombrables d’éléments de K.

(i) Pourtout (A, ) € C?, la famille (Ax; + 1Yi)ier est sommable et on a Z(/lxi +uy)=A71 (Z xi) +u (Z yi).

iel iel iel
(i) Six; <y;pourtoutie I,alorsona) x; <) i
iel iel

Théoréeme de sommation par paquet: Si (x;);c; une famille sommable au plus dénombrable d’éléments de K.

et si (I,) nen st une partition de I, alors la famille Z x,-) est sommable eton a
iely neN

Tu-X L)

iel neN\iel,

Théoréme de Fubini: Si (1, ;) (i, jerx; est une famille sommable au plus dénombrable d’éléments de [, alors les
familles (Z u,;j) et (Z Ui, j sont sommables et on a
jeJ iel iel jeJ
L wij=) (Z ui,j) =2 (Z ui,]-).
(i,j)elIx] iel \jeJ jeJ \iel

En particulier, si (x;)ies et (y;) jey sont deux familles sommables au plus dénombrables d’éléments de K, alors la
famille (x;y;) (i, jerxs est une famille sommable et on a

Y xiyj= (in) x (Z y]')-

(i,)elx] iel jeJ

Exemple5: Soit z € C avec |z| < 1. La famille (/) ; ;. - €st sommable, car ona

i iV Ek 2" 1
oooqe =) ) (Izl) ——< Y T2 T aoeE < T

Y
(i, J)EN" xN* ieN* jeN* iene 1= 1z2l" N

On en déduit que le théoreme précédent s’applique, donc on a

i

Y A=y v -x

— i
(i, j)EN" xN* ieN® jeN jen: 1—2

Bilan: Enrésumé, une fois qu’'on a vérifié la sommabilité d'une famille d’éléments de K, les régles pour manipuler
la somme de cette famille sont les mémes que celles pour manipuler les sommes finies.

Jérome VON BUHREN
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|11 (B Il Variables aléatoires discretes

II.A - Généralités

Définition (Variable aléatoire discréete) : Soit ({2,<7) un espace probabilisable. Une variable aléatoire discrete
sur (Q,.<7) est une application X : Q — E ol E est un ensemble telle que

(i) I'ensemble X(Q) est au plus dénombrable;
(ii) pourtout x € X(Q),ona X '({x}) € «.

I Définition (Variable aléatoire réelle) : Une variable aléatoire X sur (Q, &) est dite réelle si X(Q) c R.

| Définition (Variable aléatoire complexe) : Une variable aléatoire X sur (Q,.«/) est dite complexe si X(Q) c C.

Remarque 6 : L'ensemble X (Q) est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.

Notation: Si X : Q — E est une variable aléatoire discrete sur (Q, &), alors pour tout A c E et tout x € E, on note
XeA=X1A)={weQ|Xw) e A}, X=x)=X"1({x) =lweQ| X(w) = x}.

De plus, si X est une variable aléatoire réelle ou a valeurs dans [0, +oo], alors pour tout x € R, on note

(X<0)=X"(1-00,x]) = fwe Q| X(w) < x}, (X>x)=X""(lx,+o0]) = {w € Q| X(w) > x},
X<x)=X"1(-00,x)={weQ| X(w) < x}, (X>x) =X"1(x,+00) = lw e Q| X(w) > x}.

Proposition 4 : Si X : Q — E est une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisable (Q, <) et si U c E,
alors ’ensemble (X € U) est un événement, i.e. (X € U) est un élément de <.

Remarque 7 : On en déduit que les six ensembles ci-dessus sont des événements de (Q, 7).

Exemple 6 : On lance un dé cubique rouge et un dé cubique bleu. Un univers permettant de modéliser cette
expérience aléatoire est Q = [1, 6]]2. Comme l'univers est fini, on peut considérer la tribu ¥ = Z(Q).

Les applications définies sur Q par X : (k,¢) — k et Y : (k,¢) — ¢ sont des variables aléatoires sur (Q,.<). Elles
correspondent respectivement au résultat du dé rouge et au résultat du dé bleu. On a X(Q) = Y (Q) = [1,6].

Proposition 5 : Soit X une variable aléatoire discrete sur un espace probabilisable (Q,.o7). Si f est une fonction
définie sur X(Q), alors 'application f o X est une variable aléatoire discréete sur (Q,.27).

Notation : La variable aléatoire f o X se note simplement f(X).

Remarque 8: Si X:Q — Eet Y :Q — F sont deux variables aléatoires discrétes sur I’espace probabilisable (Q, &),
alors I'application Z = (X,Y) : Q — E x F est une variable aléatoire discrete sur (Q, <).

Corollaire 1: Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans K sur un espace probabilisable (Q, 7).
(i) Pour tout (A, i) € K2, application A X + uY est une variable aléatoire réelle sur (Q, 7).

(i) Lapplication XY est une variable aléatoire réelle sur (Q, .27).

http://vonbuhren.free.fr
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II.B - Loi d’'une variable aléatoire discrete

Définition (Loi d'une variable aléatoire discréte) : Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabi-
lisé (Q, <7, P). Laloi de la variable aléatoire X est’application Py : Z(X(Q)) — Rpar Px: A— Px(A) = P(X € A).

Remarque 9: On peut vérifier que Px est une probabilité sur I'espace probabilisable (X (Q), Z(X(Q))).

Proposition 6 : Soit X une variable aléatoire discrete sur un espace probabilisé (Q2, <7, P). La loi Px est détermi-
née par la famille des nombres P(X = x) pour x € X(Q).

Remarques 10:

a) La proposition est une conséquence de la remarque suivante : comme I’ensemble X(Q) est au plus dénom-
brable, il en est de méme pour toute partie A € & (X(Q2)), donc on peut écrire

PX(A)=P(X€A)=P(U(X=x))= Y P(X=x).

xeA xXeA

b) On en déduit que pour donner la loi d'une variable aléatoire discrete X, il suffit de spécifier 'ensemble X (Q)
et de calculer le nombre P(X = x) pour tout x € X(Q).

Exemple 7 : Si X désigne le résultat du lancer d'un dé cubique équilibré, alors la loi de X est donnée par

X(Q)=[1,6] et VneX(Q), P(X=n)=é.

Par définition, deux variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé (2, <7, P) ont la méme loi si et
seulement si X(Q) = Y(Q) et si
Vae X(Q), PX=a)=P(Y =a).

Notation : Si deux variables aléatoires X et Y suivent la méme loi, on note X ~ Y. De plus, si une variable aléa-
toire X suit une loi .%, on note X ~ .Z.

Exemples 8 :
a) Si X suit une loi uniforme sur un ensemble fini non vide E, on note X ~ % (E).
b) Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1], on note X ~ A (p).

c) Si X suit une loi binomiale de parametre n € N* et p € [0, 1], on note X ~ A(n, p).

Proposition 7: Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur un espace probabilisé (Q,.o7, P). Si f est une
application définie sur X(Q) et si X et Y suivent la méme loi, alors f(X) et f(Y) suivent la méme loi.

Exercice 1: On considere une variable aléatoire X telle que X(Q) = N. On suppose qu’il existe un élément a € R
tel que P(X = n) = a2~ " pour tout n € N.

1. Déterminer la valeur de a.

2. Calculer P(X > n) pour tout n e N.

Jérome VON BUHREN
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Définition (Loi conditionnelle) : Soit X une variable aléatoire discréte sur (QQ, <7, P).
Si B est un évenement de probabilité non nulle, la loi conditionnelle de X sachant B est laloi de X dans'espace
probabilisé (2, <7, Pp), i.e. 'application Pg x : #(X(Q)) — R définie par Pg x : A— Pp x(A) = Pp(X € A).

Remarque 11 : D’apres la proposition 6, on en déduit que pour donner la loi conditionnelle d'une variable aléa-
toire discrete X sachant un évenement B, il suffit de spécifier 'ensemble X (Q) et de calculer le nombre Pp(X = x)
pour tout x € X(Q).

Exemple 9: On lance un dé cubique équilibrée et on note X le résultat.
e Lavariable aléatoire X suit une loi uniforme sur I'ensemble [1,6].
* On note B I'évenement «le résultat du dé est pair ». Déterminons la loi conditionnelle de X sachant I'évene-
ment B. Pour tout k € {2,4,6},on a
P(X=Kk)nB) P(X=k 1/6 1

Pr X =R = = = Th@m 12 3

tandis que pour tout k € {1,3,5}, on a

P((X=k)nB) P@)
P(B) T P(B)

Pp(X=k) =

II.C - Couples de variables aléatoires discrétes

Définition (Couple de variables aléatoires discretes) : On appelle couple de variables aléatoires discretes sur
un espace probabilisable (Q,.27) tout couple (X,Y) ot X : Q — E et Y : Q — F sont deux variables aléatoires
discretes sur (Q, 7).

Remarque 12 : En reprenant les notations ci-dessus, on rappelle que 'application Z = (X,Y) : Q — E x F est une
variable aléatoire discrete sur (Q, &7).

Définition (Loi conjointe) : Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discretes sur (2, o7, P). Laloi conjointe
des variables aléatoires X et Y estlaloi P(x,y) du couple (X,Y).

Remarque 13 : D’apres la proposition 6, on en déduit que pour donner la loi d’'un couple de variables aléatoires
discrete (X, Y), il suffit de spécifier les ensembles X (Q) et Y (Q), puis de calculer le nombre

P((X,Y)=(x,))) =P(X=x)n(Y = y))

pour tout x € X(Q) et tout y € Y (Q).

Notation: Pour tout (x,y) € X(Q) x Y(Q),onnote P(X =x,Y =y) =P((X =x)n (Y = x)).

Définition (Lois marginales) : Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discretes sur (Q, <7, P).
Laloide X etlaloi de Y sont appelées les lois marginales du couple (X, Y).

Remarque 14 : La loi conjointe de deux variables aléatoires discrétes détermine entiérement les lois marginales.
En effet, par la formule des probabilités totales, on a les relations

VxeX(@Q), PX=x= Y P(X=xn(=y),
yeY (Q)

VyeY@), P(Y=y= Y P(X=xn(=y).
xeX(Q)

http://vonbuhren.free.fr


http://vonbuhren.free.fr

m Chapitre 11 - Variables aléatoires discretes

Exemple 10: On considere le couple de variables aléatoires (X, Y) dont la loi est donnée par X(Q) = Y(Q) =Net
) -1
Y(i,)eN", P((X=in(Y =j))= T
Déterminons les lois marginales du couple (X, Y).

* On a X(Q) = N. De plus, pour tout élément i € N, en appliquant la formule des probabilités totales avec le

systeme complet d’événements ((Y = j)) ;. ona
+00 e—l +00 1 e—l 1/2 e—l
PX=i)=) P(X=)N(Y=))=——) ——=——x =—.
( ) jgb (C )n( ) il jgozﬁl i 1-1/2 !

* On a Y(Q) = N. De plus, pour tout élément j € N, en appliquant la formule des probabilités totales avec le
systeme complet d’événements ((X = i)),,, ona

e—l +00 1 e—l

+00
P(Y=j)= EOP((X= DNY=7)= 53 & g O o

ATTENTION : La réciproque est fausse en général : les lois marginales ne permettent pas de déterminer la loi
conjointe de deux variables aléatoires. Par exemple, les tableaux ci-dessous donnent deux lois conjointes diffé-
rentes possibles pour des variables aléatoires X et Y avec des lois marginales identiques.

P(X=x)n(Y=y) | y=0iy=1| PX=x) P(X=x)n(Y=y) | y=0iy=1| PX=x)
x=0 1/2 0 1/2 x=0 1/4 | 1/4 1/2
x=1 0 1/2 1/2 x=1 1/4 ¢ 1/4 1/2
P(Y=y) /2 | 1/2 P(Y =y) 1/2 | 1/2

Remarque 15: Toutes les définitions précédentes s’étendent naturellement aux n-uplets de variables aléatoires.

e \
Exercice 2: Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N et p €10, 1[. On suppose qu'il existe a € R,
tel que

i\ S
., . , 1-p)/ <
VG, ) ENxN, P((X=i)n(Y =)= (i)a pA-p) si i<j
0 si i>].
1. Déterminer la valeur de a.
2. Déterminerlaloide Y.
3. Pour tout i € N, démontrer la relation
1 +oo [ ¢ L.
viel-L1, ———= (],)xf".
(1-x) =i\t
L 4. En déduire laloi de X. )
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IL.D - Indépendance de variables aléatoires discretes

Dans cette sous-partie, on étend la notion d'indépendance de variables aléatoires vues en premiére année dans le
cadre des univers finis.

Définition (Indépendance de deux variables aléatoires discretes) : Soient X et Y deux variables aléatoires dé-
finies sur un espace probabilisé (Q, <7, P).

Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si pour toute partie A < X(Q) et toute partie B c Y (Q),
les événements (X € A) et (X € B) sont indépendants, i.e.

P((XeAN(YeB)=P(XeAP(Y€B).

Remarque 16 : Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, la loi du couple (X, Y) est déterminée par ses lois
marginales.

Exemple 11 : On lance un dé cubique rouge et un dé cubique bleu. Les variables aléatoires X et Y donnant res-
pectivement le résultat du dé rouge et le résultat du dé bleu sont indépendantes. La probabilité que les deux dés
donnent un résultat d’au moins 5 est

| DN

P(X=5n(Y >5))=P(XX>=5P( =5 =

N
X
Il

©| =

.:Cﬁ

Notation : Si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on note X 1l Y.

Théoréme de caractérisation de I'indépendance de deux variables aléatoires : Deux variables aléatoires dis-
crétes X et Y sur un espace probabilisé (Q, o7, P) sont indépendantes si et seulement si

Vi, eX@QxY(Q), P(X=x)n(¥ =y)=PX=x)P(Y =y).

Proposition 8 : Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes définies sur un espace proba-
bilisé (Q, 7, P). Si f est une application définie sur X(Q) et g est une application définie sur Y (Q), alors les
variables aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Exemple 12: On lance deux fois un dé cubique : on note X le résultat du premier lancer et Y le résultat du second
lancer. Les variables aléatoires U = X2 et V = Y sont indépendantes.

On peut généraliser la notion d’'indépendance a plus de deux variables aléatoires.

Définition (Indépendance de n variables aléatoires discretes) : Soient n € N* et Xj,..., X, des variables aléa-
toires discretes définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P).

n
Les variables aléatoires Xj, ..., X;; sont dites indépendantes si pour tout (Ay,..., A,) € H P (X;(Q)), les évene-
i=1
ments (X; € Ay),..., (X, € Ay) sont indépendants.

Théoréme de caractérisation de 'indépendance de n variables aléatoires: Soit n € N*. Des variables aléatoires
discretes X,..., X, sur un espace probabilisé (Q, <7, P) sont indépendantes si et seulement si

n

V(x1,...,%n) € [ | Xi(Q), P(ﬂ(Xi =xi)) =

n
i=1 i=1 j=

P(X,' = xi).

i=1
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Lemme des coalitions : Soient (m, n) € N* x N* avec m < n et Xj,... X,, des variables aléatoires indépendantes
définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P). Si f et g sont deux fonctions définies respectivement sur les en-
sembles X (Q) x---x X, (Q) et Xj,41(Q) x---x X, (Q), alors les variables aléatoires f(Xj, ..., Xm) et g Xm+1,--.» Xn)
sont indépendantes.

Remarque 17: Le résultat ci-dessus se généralise sil’on considere k € N* fonctions fi, ..., fy alaplace de f et g.

Exemple 13 : On lance sept fois un dé cubique et on note Xy le résultat du k-iéme lancer pour tout k € [1,7]. Les
variables aléatoires S = X; + X5, P = X3X4 X5 et D = cos(Xg) — sin(X7) sont indépendantes.

Définition (Suite de variables aléatoires indépendantes / i.i.d.) : Soit (X,),en une suite de variables aléatoires
définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P).

(i) Ondit que (X;)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes si les variables aléatoires Xy, ..., Xy
sont indépendantes pour tout N € N.

(ii) On dit que (X;;),en est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées si les
variables aléatoires Xj, ..., Xy sont indépendantes et de méme loi pour tout N € N.

Notation : Dans la suite, on abrege « indépendantes et identiquement distribuées » par «i.i.d. ».
Exemple 14 : Pour modéliser une succession infinie de lancers d’'une piéce, on considére une suite i.i.d. de va-

riables aléatoires de Bernoulli.

Pour terminer, rappelons le résultat suivant de premiere année.

Théoreme 1 : Soit n € N*. Si Xj,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes définies sur un espace pro-
babilisé (Q, <7, P) et suivant la loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1], alors X; + - -- + X}, suit la loi binomiale de
parametre (1, p).

(Exercice 3: Les variables aléatoires X et Y de |'exercice 2 sont-elles indépendantes? ]
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|1 iR IIl Moments d’'une variable aléatoire discrete réelle

Dans cette partie, on considére un espace probabilisé (Q, <7, P).

III.A - Espérance d’'une variable aléatoire discréte réelle ou complexe

Lobjectif principal de cette sous-partie est d’étendre la notion d’espérance d'une variable aléatoire vue en pre-
miere dans le cadre des univers finis.

Définition (Espérance d’'une variable aléatoire discrete) : Soit X une variable aléatoire discréte sur I'espace
probabilisé (Q, <7, P).

(i) Si X estavaleurs dans [0, +0c0], 'espérance de X est1’élément de [0, +oo] définie par

EX)= ) xP(X=x).
xeX(Q)

(i) Si X est une variable aléatoire a valeurs dans K, on dit que X est d’espérance finie si E(| X|) < +c0. Dans ce
cas, I'espérance de X est'élément de K définie par

EX)= ) xP(X=x).
xXeX(Q)

Remarques 18:
a) Lorsque x = +o0, on rappelle que xP(X = x) = 0 si et seulement si P(X = +o00) =0.

b) Si X(Q) est fini, alors la variable aléatoire X est d’espérance finie. Dans ce cas, on retrouve la définition de
I'espérance vue en premiére année dans le cadre d'un univers fini.

c) Si X(Q) est dénombrable, alors on peut écrire X(Q) = {x, € R | n € N} ol (x,),en €St une suite injective.

Dans ce cas, la variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si la série Z X, P(X = x,) converge
n=0
absolument. Dans ce cas, on a

+o0
E(X) = ) x,P(X = xp).

n=0
d) Si X n’est pas a valeurs dans [0, +oo] et que E(| X|) = +o0, alors 'espérance de X n’est pas définie.
e) Lespérance correspond a la moyenne théorique des valeurs prises par X.

f) On dit qu'une variable aléatoire réelle X est centrée si elle est d’espérance finie et si E(X) = 0.

Exemples 15:
a) Si X désigne le résultat du lancer d'un dé cubique équilibré, alors la loi de X est donnée par

X(Q)=[1,6] et VneX(Q), P(X:n)Zé.

Comme X(Q) est fini, la variable aléatoire X est d’espérance finie et on a

6 6
EX)=) nP(X=n)=)

n=1 n=1

21
=

o3

b) Si X est une variable aléatoire dont la loi est donnée par

6
X(Q)=N* et VneN*, P(X=n)=——,
n2n

alors X n’est pas d’espérance finie, car la série ci-dessous n’est pas absolument convergente.

Y nPX=n)=)_ 0

-
n>1 n>1 71N
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c) Si X est une variable aléatoire dont la loi est donnée par

X(Q)=N et VneN, P(X:n):W’

alors X est d’espérance finie, car la série

Y nP(X=m=Y s

n=0 n=0

converge absolument par la regle de d’Alembert. De plus, on peut vérifier que

+00 +00 n
EX)=) nP(X=n)=)_ St = L
n=0 n=0
4 )

Exercice 4 : Soit a € R. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* dont la loi est donnée par

a
vneN*, PX=n)=—.
nn+1)

1. En utilisant une décomposition en éléments simples, déterminer a.

2. Lavariable aléatoire X est-elle d’espérance finie? Si oui, la calculer.
L J

. R
Exercice 5: Soit a € R. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* dont la loi est donnée par

a

vneN*, PX=n=——.
nn+1)(n+2)

1. En utilisant une décomposition en éléments simples, déterminer a.

2. Lavariable aléatoire X est-elle d’espérance finie? Si oui, la calculer.
& J

Proposition 9: Si X est une variable aléatoire sur (Q, <7, P) a valeurs dans N U {+oc}, alors on a

+00
EX)=) PX=>n).

n=1

Exemple 16 : En reprenant ’exemple 15.c, on a avec la somme de la série géométrique que

oy too ] 1 1 1
vneN, P(X>m=) P(X=k-= sz ST T = 5

k=n

Comme on avait déja justifié que X est d’espérance finie, on obtient avec la proposition précédente que

+00 +o00o 1 1 1
EX) =) PX>m=) so=s—s =1
= Zen T 21-271

Théoreme du transfert : Soient X une variable aléatoire discréte sur I'espace probabilisé (Q, <7, P) et f une
fonction définie sur X(Q) a valeurs dans K. La variable aléatoire f(X) est d’espérance finie si et seulement si la
famille (f(x)P(X = x)) . x(q €St sommable. Dans ce cas, on a

E(f0)= ). f@)PX=x).

xXeX(Q)
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Remarques 19:
a) Si X(Q) est fini, alors la variable aléatoire f(X) est d’espérance finie et la formule du théoréme s’applique.
Dans ce cas, on retrouve le théoréeme du transfert vu en premiere année dans le cadre d'un univers fini.

b) Si X(Q) est dénombrable, alors on peut écrire X(Q) = {x, € R| n € N} ou (x,) nen €St une suite injective. Dans

ce cas, la variable aléatoire f(X) est d’espérance finie si et seulement si la série Y f(x,)P(X = x,,) converge
n=>0
absolument. Dans ce cas, on a

+00
E(f(X)) =) f(xn)P(X = xp).
n=0
¢) En particulier, le théoréeme s’applique également au cas ot X est un n-uplet de variables aléatoires.
Par exemple, en appliquant le théoréme avec la fonction f : (x,y) — xy et avec deux variables aléatoires
discretes X et Y avaleurs dans K, on obtient que la variable aléatoire XY est d’espérance finie si et seulement
si la famille (x yP((X,Y) = (x, y)))(x' PEXQxY Q) est sommable. Dans ce cas, on a

E(XY)= > xyP((X,Y) = (x, ).
x5, )EXQ)xY(Q)
Exemples 17 :

a) Enreprenant 'exemple 15.a, comme X (Q) est fini, la variable aléatoire X2 est d’espérance finie par le théo-
reme du transfert et on a

E(Xx?) = ZnP(X nzi%:—

n=1
b) En reprenant I’exemple 15.c, on trouve que X? est d’espérance finie par le théoréme du transfert, car la série

2
Y P ==Y o

n=0 n=0

converge absolument par la regle de d’Alembert. De plus, on peut vérifier que

+00 +00 n2
E(X*) =) n*PX=n=) ST =3
n=0 n=0

Proposition (Linéarité de 'espérance) : Soient X et Y deux variables aléatoires d’espérance finie sur (Q, <7, P)
avaleurs dans K. Pour tout (A, u) € [K2, la variable aléatoire A X + 1Y est d’espérance finie et on a

EAX+uY)=2AEX) +uE(Y).

Proposition (Positivité et croissance de 'espérance) : Soient X et Y deux variables aléatoires réelle d'espérance
finie sur (Q, <7, P).

(i) Positivité de I'espérance : si X est positive, alors E(X) > 0.
(ii) Croissance del’espérance :si X <Y, alors E(X) < E(Y).

(iii) Si X est positive et d’espérance nulle, alors (X = 0) est presque sfir.

Proposition 10 : Soient X et Y deux variables aléatoires sur (2,.o7, P) a valeurs dans K. Si | X| < |Y] etsi Y est
d’espérance finie, alors X est d’espérance finie.

Proposition 11 : Soient X et Y deux variables aléatoires d’espérance finie sur (Q, <7, P) a valeurs dans K.
Si X et Y sont indépendantes, alors la variable aléatoire XY est d’espérance finie et on a E(XY) = E(X) E(Y).

http://vonbuhren.free.fr


http://vonbuhren.free.fr

Chapitre 11 - Variables aléatoires discretes

III.B - Variance et écart type d’'une variable aléatoire réelle

Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz) : Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur I'espace proba-
bilisé (Q, <7, P). Si X? et Y2 sont d’espérance finie, alors XY est d’espérance finie et on a

E(XY)? <E(X?)E(Y?).

De plus, on a égalité si et seulement sil’événement « X et Y sont colinéaires » est presque sfir.

Remarques 20 :
a) En particulier, en prenant Y = 1, on en déduit que si X? est d’espérance finie, alors X est d’espérance finie.

b) On en déduit que si X2 est d’espérance finie, alors (X - E(X))2 est aussi d’espérance finie.

Définition (Variance et écart type d'une variable aléatoire réelle) : Soit X une variable aléatoire réelle sur I'es-
pace probabilisé (Q, o7, P).

(i) Si X? est d’espérance finie, on appelle variance de X le nombre réel V(X) = E((X —E(X))?).
(ii) Si X? est d’espérance finie, on appelle écart type de X le nombre réel o (X) = v/V(X).

Remarques 21 :
a) Si X? est d’espérance finie, on dit que X est de variance finie ou que X admet une variance.
b) Si X(Q) est fini, alors X2 est d’espérance finie, donc X est de variance finie.

c) Lécart type est aussi appelée I'écart quadratique moyen a la moyenne. Il permet d’évaluer la dispersion de la
variable aléatoire X autour de son espérance E(X).

d) Une variable aléatoire réelle de variance finie est presque stirement constante si et seulement si sa variance
est nulle.

e) On dit qu'une variable aléatoire réelle X est réduite si elle est de variance finie et si V(X) = 1.

Théoreme de Koenig-Huyghens : Soit X une variable aléatoire réelle sur 'espace probabilisé (Q, <7, P).
Si X est de variance finie, alors on a
V(X) = E(X?) -E(X)%.

Exemple 18: En reprenant I'exemple 15.c, on obtient que V(X) =E(X?) -E(X)?=3-12=2.

Proposition 12 : Soit X une variable aléatoire réelle discrete sur ’espace probabilisé (2, o7, P).
Si X est de variance finie, alors pour tout (a, b) € R?, la variable aléatoire aX + b est de variance finie et on a

V(aX +b) = a®>V(X).

X-EX
Remarque 22 : Si X est une variable aléatoire réelle de variance finie tel que o(X) > 0, alors % est une
o

variable aléatoire centrée et réduite.

ATTENTION : Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, on n'a pas V(X + Y) = V(X) + V(Y) en général.
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III.C - Covariance de deux variables aléatoires réelles

Définition (Covariance de deux variables aléatoires réelles) : Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
sur I'espace probabilisé (Q,.<7, P). Si X et Y sont de variance finie, on définit la covariance de X et Y comme le
nombre réel

Cov(X,Y) =E((X -EX) (Y —E(Y))).

Remarques 23 :
a) La covariance existe d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
b) La covariance est une application bilinéaire, symétrique et positive.

¢) Deux variables aléatoires dont la covariance est nulle sont dites décorrélées.

Remarque 24 : On peut interpréter la covariance de la facon suivante.
a) SiCov(X,Y) >0, alors Y a tendance a augmenter lorsque X augmente.
b) SiCov(X,Y) <0, alors Y a tendance a diminuer lorsque X augmente.
c) SiCov(X,Y) =0, alorsil n'y a pas de lien entre les variations des variables aléatoires X et Y.

Théoréme 2 : Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de variance finie sur (QQ, <7, P).
(i) OnaCov(X,Y)=E(XY)-EX)E(Y).

(ii) Si X et Y sontindépendantes, alors on a Cov(X,Y) =0.

ATTENTION : La réciproque est fausse en général. Par exemple, si X et Y sont deux variables aléatoires indépen-
dantes dont les lois sont données par

X@Q)={0,1}, YQ)={-1,1} et PX=0=PX=1)=P(Y=1)=P(Y=-1)= %,
alors les variables aléatoires X et Z = XY ne sont pas indépendantes car
P(X=DNn(Z=D)#P(X=DP(Z=1).
Cependant, on a Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=0.

Proposition 13 : Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de variance finie sur (Q, <7, P).

(i) Pour tout (a, b) € R?, la variable aléatoire aX + bY est de variance finie et on a
V(aX +bY) = a®>V(X) +2abCov(X,Y) + b*V(Y).

(ii) Si X et Y sontindépendantes, alors X + Y est de variance finie et on a V(X + Y) = V(X) + V(Y).

Proposition 14 : Soient n € N* et X1,..., X}, des variables aléatoires réelles de variance finie sur (Q, <7, P).

(i) Lavariable aléatoire X; +--- + X, est de variance finie et on a

A%

n n n
ZXk):ZV(Xk)+2 Y. Cov(X;, X)).

k=1 k=1 1<i<j<n

(i) SiX,..., X, sont deux a deux indépendants, alors on a

\Y
k=1

> Xk) =Y V(Xp).
k=1
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e )
Exercice 6 : Soient n € N* et N € N* avec N > 2. A un péage autoroutier n voitures franchissent équiprobable-
ment et indépendamment I'une des N barriéres de péage mises a leur disposition. Pour chaque k € [1, N], on
note X le nombre de voitures passant par la k-ieme barriere.

1. Déterminer la loi, 'espérance et la variance de X; pour tout k € [1, N].

2. Calculer la variance de la variable aléatoire X; + - -- + Xy

3. Soit (i, j) € [1, N]? avec i # j. Calculer la covariance Cov(X;, X;).

(& J

III.D - Fonctions génératrices d’'une variable aléatoire a valeurs entieres

Dans cette partie, on considére un espace probabilisé (Q, <7, P).

Définition (Fonction génératrice) : Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, <7, P) a valeurs dans N.
La fonction génératrice de la variable aléatoire X est la fonction Gx d'une variable réelle définie par

+00
Gx:t—E(tX) =Y P(X=mt".
n=0
Remarques 25 :
a) L'égalité dans la définition provient du théoreme du transfert.

b) Par définition, la fonction génératrice Gx estlasomme d'une série entiére. En particulier, si on désigne par Ry
le rayon de convergence de cette dernieére, alors I'ensemble de définition de Gx est de la forme

|-Rx,Rx[, [-Rx,Rxl, 1—-Rx,Rx] ou [-Ry,Rx].

¢) Comme la série définissant le nombre Gx (1) = 1 converge absolument, on en déduit que Ry > 1.

d) Comme pour tout neNettout € [-1,1],ona|P(X = n)t"| < P(X = n) et que la série Z P(X = n) converge,
n=0
on obtient que la série entiére définissant Gx converge normalement sur [—1,1]. On en déduit par le théo-

reme de continuité pour les séries de fonctions que la fonction Gx est continue sur [—1, 1].

Exemples 19:

a) Si X suit une loi binomiale de parametre (7, p) € N x [0,1], alors X prend un nombre fini de valeurs, donc la
fonction génératrice Gx est définie sur R. De plus, en utilisant le bindme de Newton, on a pour tout ¢ € R que

pk(l—p)”‘ktk:Z(k)(pt) 1-p)"*=a-p+pn".

+00o n
Gx(H)=Y P(X=kt-=Y ("
k k=0

k=0 k=0

b) Si X suit une loi uniforme sur [1, n] ou n € N*, alors X prend un nombre fini de valeurs, donc la fonction
génératrice Gx est définie sur R. De plus, on a pour tout ¢ € R que

f— htl

+00 n 1 n JE——
GX(t)=ZP(X:k)tk:Z—t :—Z n(1-1
k=0 k=17 ksl 1 si t=1

Proposition 15 : Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q, <7, P) a valeurs dans N.
Laloi de X est entierement déterminée par sa fonction génératrice Gy sur]—1,1[.
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Remarque 26 : Cette propriété est une conséquence directe de la relation

G (0)

vneN, PX=n)= .
n!

Théoreme 3 : Soit X une variable aléatoire définie sur (Q2, <7, P) a valeurs dans N.
La variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si la fonction Gx est dérivable en 1.
Dans ce cas, on a E(X) = G'(1).

Remarque 27 : Lorsque Rx > 1, on sait par les propriétés sur les séries entieres que

+00 +00
Gy()=> nP(X=n) et Gy(1)=) n(n-1)PX=n).
n=0 n=0

En particulier, on en déduit avec le théoreme du transfert que X est de variance finie et que
Gy()=E(X) et G%(1)=E(X(X-1)=E(X?) -EX).
On en déduit une expression de la variance en fonction de Gy avec
V(X) = E(X?) - E(X)? = Gx (1) + G (1) - G5 ().
Exemple 20 : Si X suit une loi binomiale de parameétre (n, p) € N x [0,1], alors sa fonction génératrice Gx est
polynomiale, donc elle est de classe ¥ sur R. De plus, on a
VieER, Gy(=npl-p+pH™! et Gyx(®=nn-Dp*0-p+pd)" 2
D’apres le théoreme précédent, la variable aléatoire X est d’espérance finie et de variance finie. De plus, on a

EX)=Gy()=np et V(X)=G%1)+Gx1)-Gy()?*=nn-1)p*+np-(np)*=np(l-p).

Théoréme 4 : Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q,.<7, P) a valeurs dans N.
Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors pour tout €] —1,1[, on a Gx+y () = Gx(£) Gy (¢).

Exemple 21 : Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales de parametres
respectifs (11, p) et (np, p) avec (ny, ny, p) € N2 x [0,1]. Déterminonslaloide Z = X+ Y.
Comme les variables X et Y sont indépendantes, on a d’apres le théoréeme ci-dessus que

Viel-1,1[, Gz()=Gx(OGy(O)=A-p+pt)"A-p+p)™=Q0-p+pn)*,

On reconnait la fonction génératrice de la loi binomiale de parametre (n; + n2, p), donc la variable aléatoire Z suit
la loi binomiale de parameétre (n; + 12, p).
Remarque 28 : Le théoreme se généralise directement a plusieurs variables aléatoires. Si Xj,..., X, sont des va-

riables aléatoires indépendantes définies sur (Q, .o, P) a valeurs dans N, alors on a

Viel-1L1L  Gxporx, (t) = Gx, (0 Gy, (1).

'd )
Exercice 7: Une urne contient 4 boules rapportant respectivement0, 1, 1 et 2 points. On y effectue n € N* tirages

avec remise et I'on note S le score total obtenu. On désigne par X le nombre de points obtenus au tirage de
rang k € [1, n].

1. Déterminer la fonction génératrice de Xj pour tout k € [1, n].
2. Déterminer la fonction génératrice de S.
3. En déduire laloi de S.
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Chapitre 11 - Variables aléatoires discretes

Lois usuelles

Dans cette partie, on considére un espace probabilisé (Q, <7, P).

IVAA - Loi géométrique

Définition (Loi géométrique) : Soit p €10, 1[. On dit qu'une variable aléatoire X définie sur (Q, o7, P) suit la loi
géométrique de parametre p si

X@=N* et VkeN*, P(X=k=pQd-p~

Notation : Si une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p €10, 1[, on note X ~ ¥ (p).

Remarques 29 :

a) La loi géométrique apparait naturellement lorsque I'on considére une succession d’épreuves de Bernoulli
indépendantes de parameétre p jusqu’a obtenir un premier succes.

Si (Q, <7, P) est un espace probabilisé contenant une suite (A,)en+ d’événements indépendants de méme
probabilité p € ]0,1[ et si on désigne par X le rang du premier événement réalisé, alors on a par indépendance
que

VkeN*, P(X=k) :P(A_m---nmmAk) :P(E)---P(m)P(Ak) = pa-p*.

On en déduit que X suit une loi géométrique de parametre p.

b) Remarquons que formellement nous n'avons pas défini X lorsque aucun des événements A, pour n € N*
n’est réalisé. Cependant, il s’agit d'un détail sans importance, car par la propriété de continuité monotone, la
probabilité de cet évenement est

PLLY Ac)= im P

keN*

n
—\ . o
]QlAk)_nng(l p)"=0.

Exemple 22 : On lance un dé équilibré autant de fois que nécessaire jusqu’a obtenir un 6. Si on note X le nombre
de lancers effectués, alors X suit une loi géométrique de parametre 1/6.

Proposition 16 : Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p €10, 1[.

(i) Lafonction génératrice de X est définie sur

)

-pl-p

etona

pt

Vie —
1-(-p)t

Gx (1) =

1-p’'1-p ['
(ii) Lavariable aléatoire X est d’espérance finie et de variance finie. De plus, on a

1-p
p?

E(X) = 1 et V(X)=
p

Théoréme de caractérisation de la loi géométrique () : Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, <7, P) a
valeurs dans N*. La variable aléatoire X suit une loi géométrique si et seulement si

Y(k,m)eN?, P(X>n+k|X>n)=PX>k).

Remarque 30: On dit que la loi géométrique est sans mémoire.
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Exercice 8: Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi géométrique de parametre p € 10,1].
1. Calculer les probabilités P(X < n) et P(X > n) pour tout n € N*,
2. Calculer la probabilité que X soit pair.

respectif p €10,1[ et g €]0, 1[. Déterminer la loi de la variable aléatoire S= X + Y.

N
[Exercice 9: Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de parametre

J

IV.B - Loide Poisson

Définition (Loi de Poisson) : Soit A € R}. On dit qu'une variable aléatoire X définie sur (Q,.e7, P) suit la loi

poisson de parametre A si
k

A
X(@Q) =N et VkeN, P(X:k):Fe‘A.

Notation : Si une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre A € R}, on note X ~ Z (7).

Proposition 17 : Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A € R}.

(i) Lafonction génératrice de X est définie sur Reton a
VieR, Gx(t)=exp(A(r—1)).

(ii) Lavariable aléatoire X est d’espérance finie et de variance finie. De plus, on a

EX)=1 et VX)=A.

4 )
Exercice 10 : Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de poisson de parametre A > 0.

1. Calculer la probabilité que X soit pair.

2. Montrer que pour tout n € N, on a

1 +00
P(X< n)=—f e f¢"dr.
n!'Ja

~
Exercice 11 : Soit n € N*. Montrer que si Xj,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes suivants des

lois de Poisson de parametre respectif 1;,...,1,, alors S = Xj +---+ X}, est une variable aléatoire suivant une loi
de Poisson de parameétre A} + -+ A,,.

J
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Chapitre 11 - Variables aléatoires discrétes

Inégalités probabilistes

Dans cette partie, on considére un espace probabilisé (Q, <7, P).

Inégalité de Markov : Soit X une variable aléatoire complexe sur I'espace probabilisé (2, <7, P).
Si X est d’espérance finie, alors on a 'inégalité

E(IX1)

Ve>0, P(IX|>¢)<

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev: Soit X une variable aléatoire réelle sur un I'espace probabilisé (Q, <7, P).
Si X est de variance finie, alors on a I'inégalité

V(X)

Ve>0, P(IX-EX)|>¢)<—.
&

Remarque 31 : On retrouve que la variance est un indicateur de dispersion : plus la variance de X est faible, plus
les valeurs de X sont concentrées avec une probabilité élevée autour de son espérance E(X).

Pour terminer, nous allons utiliser I'inégalité précédente pour faire le lien entre 'approche des probabilités intro-
duite au collége et le modeéle plus formel que nous avons développé cette année.

Dans la suite, on considere I'expérience aléatoire du lancer d’'une piece équilibrée. La définition de la probabilité
d’un événement vue au college est la suivante.

« Sion répete une expérience aléatoire un trés grand nombre de fois, la fréquence de n'importe quel événement
de cette expérience finit par se stabiliser autour d'un nombre qui est la probabilité de cet événement. »

Reformulons cette définition avec notre modele : on consideére une suite de variable aléatoire (X}) ,en+ définie par

VneN', X,= { 1 sile n-iéme lancer donne face.

0 sile n-ieme lancer donne pile.

Pour tout n € N*, la fréquence du nombre de faces durant les n premiers lancers est

Xi+-+X S
Fn:%:zn avec S;=X;+--+X,.

D’apres l'intuition, lorsque n — +o0 la variable aléatoire F, doit se stabiliser autour de la probabilité de I'évene-
ment « faire face », c’est a dire 1/2. On peut observer cette affirmation sur le graphique ci-dessus o1 'on a tracé la
suite n — F, pour quatre simulations différentes des variables aléatoires (X},) yen®-

— Simulation 1
— Simulation 2
0,8 —— Simulation 3

— Simulation 4

T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Plus généralement, si (X;) ,en- €St une suite de variables aléatoires réellesi.i.d. sur un espace probabilisé (2, <7, P),

on peut définir
. Xi++X, Sy
VneN*, M,=————=— avec S,=X;+---+X,.
n n

On peut interpréter M, comme la moyenne de n réalisations d’'une unique variable aléatoire X. Si I'on suppose
que X est d’espérance finie, on s’attend intuitivement a ce que M, soit proche de E(X) lorsque n — +oo.

Le théoreme suivant formalise les observations et intuitions précédentes.

Loi faible des grands nombres : Soit (X},) ,en+ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d de variance finie sur
un espace probabilisé (Q, .7, P). Dans ce cas, en notant y = E(X;) et S, = Xj +--- + X, pour tout n € N*, on a

. S
Ve>0, lim P

Remarques 32:

a) La démonstration est une conséquence directe de I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev qui implique que

Sn o?
n

Ve>0, VneN*, P( -
ne

b) Soit n € N*. Supposons que les variables aléatoires Xj, ..., X;, suivent une loi de Bernoulli d'un parametre
inconnu p. La relation précédente peut se réécrire sous la forme

Sn Sh o?
Pl—-e<p<—+e¢ 21——2.
n n ne

Cette inégalité permet de construire un intervalle de confiance pour le nombre p : pour chaque réalisation
des variables aléatoires Xj, ..., X;;, on obtient une estimation de p.

Signalons néanmoins que cette intervalle est de mauvaise qualité et ce n'est pas celui-ci qui est utilisé en
général par les instituts de sondage.

c) La loi forte des grands nombres (hors-programme) est un théoreme avec une conséquence plus forte : la

. s 2 n .
suite de terme général — converge presque surement vers le nombre m, i.e.
n

P({w e | lim 1@ u}) = 1.

n—+o0 n
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Chapitre 11 - Variables aléatoires discretes

1 (AY Il Syntheése des lois usuelles

Nom Parametres Notation X(Q) Loi Espérance | Variance mczoﬁo.z
génératrice
2 _ _ ¢n+1
Uniforme neN* % ([1,n]) [1,7] P(X=k = 1 n+1 n--1 t—t
n 2 12 n(l-1)
Bernoulli [0,1] B(p) 0,13 px=0=1-p 1-p) 1 t
ernoulli € [0, , - —p+
p p P(X=D)=p p P P ptp
Binomiale g, #(n,p) [0,7] px=k=|"|pFa-p"* np np-p) | (1-p+pn)"
p€lo,1] 2
Géométrique €10,1] Y (p) N* P(X=k) = p( - p)k! 1 1-p pt
! e g ShmET p P 1—(-pr
\H\a
Poisson AeR: PN N PX=k) = ﬂmla A A exp (A(t-1))

VON BUHREN

erome

J



