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Topologie des
espaces vectoriels normés

TD 15

Dans toute la feuille, on désigne par K le corps R ou le corps C.

Partie I Limites et continuité

Exercice 1 : Étudier la limite en (0,0) des fonctions suivantes.

(i ) f (x, y) = x2 + y2

|x|+ |y | , (i i ) f (x, y) = 1−cos(x y)

x y2 ,

(i i i ) f (x, y) = (
x2 + y2)x , (i v) f (x, y) = |x|y .

Exercice 2 : Soit (α,β) ∈R∗+×R∗+. Étudier la continuité de f :R2 →R définie par

∀(x, y) ∈R2, f (x, y) =


|x|α|y |β
x2 + y2 si (x, y) ̸= (0,0)

0 sinon.

Exercice 3 : Étudier la limite en (0,0,0) de la fonction

f : (x, y, z) 7→ x y + y z

x2 +2y2 +3z2 .

Exercice 4 : Étudier la limite en (0,0,0) et en (2,−2,0) de la fonction

f : (x, y, z) 7→ x + y

x2 − y2 + z2 .

Exercice 5 : Soit f : R → R une fonction de classe C 1. Étudier la continuité de
l’application F :R2 →R définie par

∀(x, y) ∈R2, F (x, y) =


f (x)− f (y)

x − y
si x ̸= y

f ′(x) sinon.

Exercice 6 : Soit E un espace vectoriel normé. Déterminer toutes les applica-
tions f : E → E continues en 0 vérifiant f (2x) = f (x) pour tout x ∈ E .

Exercice 7 : Soit E un espace vectoriel normé. On considère f : E →R définie par

∀x ∈ E , f (x) = x

max(1,∥x∥)
.

1. Montrer que f est 2-lipschitzienne.

2. Montrer que si la norme est issue d’un produit scalaire, alors f est 1-
lipschitzienne.

Exercice 8 - Distance à une partie : Soit A une partie non vide d’un espace vec-
toriel normé (E ,∥ ·∥). Pour tout x ∈ E , on définit la distance de x à A par

d(x, A) = inf
a∈E

d(x, a).

1. On suppose que E est de dimension finie.

(a) Montrer que si A est une partie fermée et bornée de l’espace vectoriel E ,
alors il existe a ∈ A tel que d(x, A) = d(x, a).

(b) Montrer que si A est une partie fermée de l’espace vectoriel E , alors il
existe a ∈ A tel que d(x, A) = d(x, a).

2. Montrer qu’un élément x ∈ E est adhérent à A si et seulement si d(x, A) = 0.

3. Montrer que l’application x 7→ d(x, A) est 1-Lipschitzienne sur E .
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Partie II Topologie des espaces vectoriels normés

II.A - Ouverts et fermés d’un espace vectoriel normé

Exercice 9 : On considère un entier n ∈N∗.

1. Montrer que Sn(K) est un fermé de Mn(K).

2. Montrer que On(R) est une partie fermée et bornée de Mn(R).

3. Montrer que E = {M ∈Mn(K) | tr(M) ̸= 0} est un ouvert de Mn(K).

4. Montrer que SLn(K) = {M ∈Mn(K) | det(M) = 1} est un fermé de Mn(K).

5. Montrer que l’ensemble des matrices de symétrie de Mn(K) est un fermé de
l’espace vectoriel Mn(K).

Exercice 10 : Soit E =C 0([0,1],R) muni de la norme ∥ ·∥∞. On considère

A =
{

f ∈ E
∣∣∣ ∫ 1

0
f (t )dt = 0

}
et B = { f ∈ E | f (1) > 0}.

Montrer que A est une partie fermée de E et que B est une partie ouverte de E .

Exercice 11 : Soit B(N,R) l’espace vectoriel des suites réelles et bornées muni de
la norme définie par ∥u∥∞ = sup

n∈N
|un |.

1. La partie des suites croissantes de B(N,R) est-elle fermée?

2. La partie des suites convergentes de B(N,R) est-elle fermée ?

3. La partie des suites stationnaires en 0 de B(N,R) est-elle fermée ?

Exercice 12 : Soit n ∈N. On note En l’ensemble des polynômes réels unitaires de
degré n scindés sur R.

1. Soit P ∈ Rn[X ] un polynôme unitaire de degré n. Montrer que P ∈ En si et
seulement si |P (z)|⩾ | Im(z)|n pour tout z ∈C.

2. En déduire que En est une partie fermée de Rn[X ].

Exercice 13 : Montrer que si F un sous-espace vectoriel ouvert d’un espace vec-
toriel normé E , alors F = E .

Exercice 14 : Soient E un espace préhilbertien et X une partie de E . Montrer
que X ⊥ est une partie fermée de E .

II.B - Parties denses d’un espace vectoriel normé

Exercice 15 : On considère un entier n ∈N∗.

1. Montrer que χAB =χB A pour tout (A,B) ∈ GLn(C)×Mn(C).

2. Montrer que GLn(C) est une partie dense de Mn(C).

3. Montrer que l’application ϕ : Mn(C) → Cn[X ] définie par ϕ : M 7→ χM est
continue.

4. En déduire que χAB =χB A pour tout (A,B) ∈Mn(C)2.

Exercice 16 : On note E =C 0([0,1),R) et F = { f ∈ E | f (0) = 0}.

1. Montrer que F n’est pas dense dans E muni de ∥ ·∥∞.

2. Montrer que F est dense dans E muni de ∥ ·∥1.

Exercice 17 : On considère un entier n ∈ N∗. Montrer que l’ensemble des ma-
trices diagonalisables Dn(C) de Mn(C) est dense dans Mn(C).

Exercice 18 : Soient U et V deux parties denses d’un espace vectoriel normé E .
Montrer que si U est ouvert, alors U ∩V est dense dans E .

Exercice 19 : Soit A une partie non vide de R telle que

∀(a,b) ∈ A2,
a +b

2
∈ A.

Montrer que A est dense dans ] inf(A),sup(A)[.
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