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Séries numériquesTD 2

Partie I Révisions - Suites numériques

Exercice 1 : Étudier la convergence des suites de terme général suivant.

(i ) un = cos(n)+3sin(n2)

ln(n)
, (i i ) un = 3n −en

4n −n2 , (i i i ) un = n
√

n2,

(i v) un = e−
p

n ln(1+n +en), (v) un =p
n +1−p

n, (vi ) un = ln(n!)

n2 .

Exercice 2 : Soit p ∈R∗+. On considère la suite (un)n∈N∗ définie par

∀n ∈N∗, un =
n∑

k=1

1

np +kp .

1. Montrer que si p > 1, alors la suite (un)n∈N∗ converge vers 0.

2. Montrer que si p < 1, alors la suite (un)n∈N∗ diverge vers +∞.

3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) Montrer que la suite (un)n∈N∗ est croissante et qu’elle est convergente.

(b) Déterminer la limite de la suite (un)n∈N∗ .

Exercice 3 : On considère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par

∀n ∈N, un = sin
(
(3+p

5)nπ
)

et vn = sin
(
(3−p

5)nπ
)

.

1. Montrer que la suite (vn)n∈N converge.

2. Montrer que (3+p
5)n + (3−p

5)n est un entier pair pour tout n ∈N.

3. En déduire la nature de la suite (un)n∈N.

Exercice 4 : On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 2 et

∀n ∈N, un+1 = 1+ ln(un).

1. Montrer que la suite (un)n∈N est bien définie et que un ⩾ 1 pour tout n ∈N.

2. Étudier les variations de la suite (un)n∈N.

3. En déduire que la suite (un)n∈N est convergente et préciser sa limite.

Exercice 5 : Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 0 et

∀n ∈N, un+1 = 3un +2

un +4
.

1. Montrer que la suite (un)n∈N est bien définie et que un ⩾ 0 pour tout n ∈N.

2. On considère la suite (vn)n∈N définie par

∀n ∈N, vn = un −1

un +2
.

Montrer que la suite (vn)n∈N est une suite géométrique.

3. Étudier la convergence de la suite (un)n∈N.

Exercice 6 : Déterminer la limite des suites de terme général suivant.

(i )

(
1+ 1

n

)n

, (i i )
p

n ln

(p
n +1p
n −1

)
, (i i i )

ln(n +1)− ln(n)p
n +1−p

n
.

Exercice 7 : On considère les suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ définies par

∀n ∈N∗, un = Sn −2
p

n et vn = Sn −2
p

n +1 avec Sn =
n∑

k=1

1p
k

.

1. Montrer que les suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ sont adjacentes.

2. En déduire un équivalent de la suite (Sn)n∈N∗ .
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Exercice 8 : Étudier la convergence des suites (Pn)n∈N∗ et (Qn)n∈N∗ définies par

∀n ∈N∗, Pn =
n∏

k=1

(
1+ 1

k2

)
et Qn = Pn

(
1+ 1

n

)
.

Exercice 9 : Déterminer un développement asymptotique à la précision n−1 de
la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
∫ 1

0

dx

1+xn .

Exercice 10 : On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 0 et

∀n ∈N, un+1 = e−un

n +1
.

1. Montrer que la suite (un)n∈N converge vers 0.

2. Montrer que l’on a le développement asymptotique

un = 1

n
− 1

n2 + 1

2n3 +o

(
1

n3

)
.

Exercice 11 : Déterminer une expression explicite des suites (un)n∈N suivantes.

(i ) u0 = 1, u1 =−1 et 2un+2 = 3un+1 −un pour tout n ∈N,

(i i ) u0 = 1, u1 = 0 et un+2 = 4un+1 −4un pour tout n ∈N,

(i i i ) u0 = 5, u1 = 6 et un+2 = 6un+1 −9un pour tout n ∈N,

(i v) u0 = 5, u1 = 1 et un+2 =−9un pour tout n ∈N,

(v) u0 = 0, u1 = 1 et un+2 = un+1 +un pour tout n ∈N,

(vi ) u0 = 1, u1 = 2 et un+2 = un+1 −un pour tout n ∈N.

Exercice 12 : Soit θ ∈ ]0,π[. Déterminer une expression explicite de (un)n∈N défi-
nie par les conditions initiales u0 = u1 = 1 et la relation

∀n ∈N, un+2 = 2cos(θ)un+1 −un .

Partie II Séries numériques

Exercice 13 : Pour tout n ∈N, on considère la fonction fn : ]−1,1[ →R définie par

∀x ∈ ]−1,1[, fn : x 7→
n∑

k=0
xk .

1. Pour tout n ∈N, justifier que fn est dérivable, puis déterminer deux expres-
sions de f ′

n .

2. Soit a ∈R. Étudier la convergence de la série
∑

n⩾0
nan , puis en cas de conver-

gence, calculer sa somme.

Exercice 14 : On considère la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un = 3n sin3
( π

3n

)
.

Montrer que la série
∑

un converge et calculer sa somme.

Exercice 15 : On rappelle que e =
+∞∑
n=0

1

n!
. Montrer la convergence des sommes

suivantes et calculer leur somme.

(i )
+∞∑
n=0

n +1

n!
, (i i )

+∞∑
n=0

n2 −2

n!
, (i i i )

+∞∑
n=0

n3

n!
.

Exercice 16 : Pour tout p ∈N, on note ap =
+∞∑
n=0

np

2n .

1. Montrer que ap existe pour tout p ∈N.

2. Exprimer ap en fonction de a0, . . . , ap−1 pour tout p ∈N.

3. En déduire que ap ∈N pour tout p ∈N.
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Exercice 17 : Étudier la convergence des séries de terme général suivant.

(i ) n2 sin
( π

2n

)
, (i i ) 1−cos

(π
n

)
, (i i i ) nne−n2

,

(i v)
cos(n)

n3 −n
, (v) e−

(
1+ 1

n

)n

, (vi )
ln(n)

n2 ,

(vi i )
ln2(n)

n
, (vi i i )

2 ·4 · · · (2n)

nn , (i x)
1

ln(n)ln(n)
.

Exercice 18 : Étudier la convergence de la série de terme général défini par

∀n ∈N∗, un =
∫ π/n

0

sin(t )

1+ t
dt .

Exercice 19 : Soit a ∈R. Étudier la convergence des séries

(i )
∑ an

1+a2n , (i i )
∑ n!

nan .

Exercice 20 : Soit (a,b) ∈R2. On considère la suite (un)n∈N∗ définie par

∀n ∈N∗, un = ln(n)+a ln(n +1)+b ln(n +2).

1. Pour quelle valeur de (a,b) ∈R2, la série
∑

un converge-t-elle?

2. Dans ce cas, calculer la somme
∑

un .

Exercice 21 : On considère la suite (un)n∈N définie par

∀n ∈N, un =
∫ π/4

0
tann(t )dt .

1. Montrer que la suite (un)n∈N est décroissante.

2. Calculer un +un+2 pour tout n ∈N.

3. Étudier la convergence de la suite (un)n∈N et de la série
∑

un .

Partie III Comparaison série-intégrale

Exercice 22 - Séries de Bertrand : Soit (a,b) ∈ R2. Étudier la convergence de la

série
∑ 1

na lnb(n)
.

Exercice 23 : En utilisant une comparaison série-intégrale, déterminer un équi-
valent des suites suivantes.

(i )
n∑

k=1
ln2(k), (i i )

+∞∑
k=n+1

1

k
p

k
, (i i i )

n∑
k=1

ln(k)

k
, (i v)

2n∑
k=n+1

p
k.

Exercice 24 : On considère la fonction d’une variable réelle

f : x 7→
+∞∑
n=1

x

n2 +x2 .

1. Montrer que f est définie sur R.

2. Pour tout x > 0, encadrer f (x) avec une comparaison série-intégrale.

3. En déduire la limite de f en +∞.

Exercice 25 : On considère la fonction ζ : ]1,+∞[ →R définie par

∀x ∈ ]1,+∞[, ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx .

Déterminer un équivalent en 1+ de la fonction ζ.

Exercice 26 : Soient la fonction f :R∗+ →R et la suite (un)n∈N∗ définies par

∀x ∈R∗
+, f (x) = sin(ln(x))

x
et ∀n ∈N∗, un =

∫ n

n−1
f (t )dt − f (n).

1. Montrer que la série de terme général un converge.

2. Montrer que la suite (cos(ln(n)))n∈N∗ diverge.

3. En déduire que
∑

f (n) est divergente.
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Partie IV Séries alternées

Exercice 27 : Étudier la convergence des séries suivantes.

(i )
∑

ln

(
1+ (−1)n

2n +1

)
, (i i )

∑
ln

(
1+ (−1)n

p
n

)
,

(i i i )
∑

sin
(
π
√

n2 +1
)

, (i v)
∑ (−1)n

n
p

n!
.

Exercice 28 : Soit (a,b) ∈R2. Étudier la convergence de
∑

cos
(
π
√

n2 +an +b
)
.

Exercice 29 : Soit (un)n∈N la suite définie par u0 ⩾ 0 et

∀n ∈N, un+1 = e−un

n +1
.

1. Montrer que la suite (un)n∈N converge vers 0.

2. Étudier la convergence la série
∑

un et de
∑

(−1)nun .

Exercice 30 : Justifier la convergence et calculer la somme de la série∑
n⩾1

(−1)n ln

(
1+ 1

n

)
.

Exercice 31 : On considère la suite (Rn)n∈N définie par

∀n ∈N, Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k2 .

1. Montrer que la série
∑

Rn est convergente.

2. Calculer la somme
+∞∑
n=0

Rn .

Exercice 32 : Étudier la convergence de la série
∑

n⩾0
sin(πen!).

Partie V Produit de Cauchy

Exercice 33 : Soit (un)n∈N une suite numérique telle que
∑

un converge absolu-
ment. On considère la suite (vn)n∈N définie par

∀n ∈N, vn = 1

2n

n∑
k=0

2k uk .

Montrer que
∑

vn converge et exprimer sa somme en fonction de celle de
∑

un .

Exercice 34 : On considère la fonction f :C→C définie par f : z 7→
+∞∑
n=0

zn

n!
.

1. Montrer que la fonction f est définie sur C.

2. Montrer que f (z +ω) = f (z) f (ω) pour tout (z,ω) ∈C2.

Partie VI Pour aller plus loin

Exercice 35 - Transformation d’Abel : Soient (an)n∈N et (Bn)n∈N deux suites de
nombres complexes. On définit les suites (An)n∈N et (bn)n∈N par

An =
n∑

k=0
ak , bn = Bn+1 −Bn .

1. Montrer que pour tout n ∈N∗, on a

n∑
k=0

ak Bk = AnBn −
n−1∑
k=0

Ak bk

2. En déduire que si (An)n∈N est bornée et si (Bn)n∈N est une suite de nombres
réels décroissante convergeant vers 0, alors la série

∑
anBn est convergente.

3. Montrer que la série
∑ sin(n)

n +1
est convergente.
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