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m Séries numériques

| 1iJ M Révisions - Suites numériques

Exercice 1: Etudier la convergence des suites de terme général suivant.

i 2 n_ an

(i) uy= SISO iy, -2 i) up=/n?,
In(n) 41 — p2

|

() unze_\/ﬁln(1+n+e"), (v) un:\/nT—\/ﬁ, (i) u,= lnr(zz.)

Exercice 2: Soit p € R}. On considére la suite (#,) ,en- définie par
1 1

Up= )

VYneN*, .
= P+ kP

1. Montrer que si p > 1, alors la suite (u,) ,en+ cOnverge vers 0.
2. Montrer que si p < 1, alors la suite (1) ,en+ diverge vers +oco.
3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) Montrer que la suite (u,) ,en+ €st croissante et qu’elle est convergente.

(b) Déterminer la limite de la suite () en>-

Exercice 3: On considere les suites (1) nen €t (V5) nen définies par
vneN, u,= sin((3 + \/5)”71) et v, = sin((3 - \/5)”71) .
1. Montrer que la suite (v,) ,en COnverge.

2. Montrer que (3 + \/5)” + (33— \/5)" est un entier pair pour tout n € N.
3. En déduire la nature de la suite () en-

Exercice 4: On considere la suite (1) ,eny définie par 1y =2 et

VneN, upe=1+In(uy,).

1. Montrer que la suite (u,) ,en est bien définie et que u, > 1 pour tout n € N.
2. Etudier les variations de la suite (u,,) yen-

3. En déduire que la suite (1) ,en €St convergente et préciser sa limite.

Exercice 5: Soit (1) ,en 1a suite définie par ug =0 et

3u,+2

VneN, .
Uu,+4

Up+1 =

1. Montrer que la suite (¢,) ,en €St bien définie et que u,, > 0 pour tout n € N.

2. On considere la suite (v;,) en définie par

u,—1
Up+2°

VneN, v,=

Montrer que la suite (v;) ,en €5t une suite géomeétrique.

3. Etudierla convergence de la suite (i) neN-

Exercice 6 : Déterminer la limite des suites de terme général suivant.

n —
(i) (1+— , (i) \/_ln(gti) (iii) lnf/rg l\r/l(_n)

Exercice 7: On considere les suites () nen+ €t (V5) nen+ définies par

n
vneN*, u,=S,-2vn et v,=S,-2Vn+1 avec S,= Z—

QI

1. Montrer que les suites (i) nen* €t (V) nen+ sSont adjacentes.

2. En déduire un équivalent de la suite (S;) ;e
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Exercice 8 : Etudier la convergence des suites (Py) sen+ €t (Qp)nen définies par

n
vneN*, P,=]]
k=1

(1+i) et Q,=P (1+l
Kk? noon n

Exercice 9 : Déterminer un développement asymptotique 2 la précision n~! de
la suite (u,,) ,en définie par

dx
1+xn

1
VneN, un=f
0

Exercice 10: On considere la suite (1) ,en définie par ug =0 et

e Un

VnelN,

Up+1 = .
n+1

1. Montrer que la suite (1) zen converge vers 0.
2. Montrer que 'on a le développement asymptotique

11 1
un————+2—n?,+0 ﬁ .

Exercice 11 : Déterminer une expression explicite des suites (i) nen SUivantes.

(1) up=1, uy=-1 et 2uy42 =3up+) — U, pourtoutneN,
(ii) up=1, uy =0 et uy+2 =4up+1 —4u, pourtoutneN,
(iii) up=>5, u3 =6 et uptp =6uUy41 —9u, pourtout neNN,
(iv) up=5, uy=1 et uysp =-9u, pourtout neN,

(V) up=0, ur=1 et uyt2 =uUy4+1 +u, pourtout neN,
(vi) up=1, uy =2 et up+2 = Uy+1 — U, pour tout n€N.

Exercice 12: Soit 0 € ]0, 7[. Déterminer une expression explicite de (1) neny défi-
nie par les conditions initiales uy = u; =1 et la relation

VneN, upio=2cos@uys1— up.

NIl Séries numériques

Exercice 13: Pour tout n € N, on considere la fonction f;, :]—1,1[ — R définie par

n
Viel-1,1 frix— Y xF.
k=0

1. Pour tout n € N, justifier que f;, est dérivable, puis déterminer deux expres-
sions de f;.

2. Soit a € R. Etudier la convergence de la série Z na", puis en cas de conver-
n=>0
gence, calculer sa somme.

Exercice 14 : On considere la suite (u,) ,en définie par

VneN, u,=23"sin (l)
3n

Montrer que la série Z u, converge et calculer sa somme.

+00

Exercice 15 : On rappelle que e= ) _ —- Montrer la convergence des sommes
n=0 T

suivantes et calculer leur somme.

+00 +00 52 +00 4,3
. n+l .. n-—2 n
@ ) —— ) Y} ——, i) ) —.
n=0 n=0 T n=0 -
+00 P
Exercice 16 : Pour tout p € N, on note a), = —.
n=0 2"

1. Montrer que a, existe pour tout p € N.
2. Exprimer a, en fonction de ay, ..., a1 pour tout p € N.

3. En déduire que a, € N pour tout p € N.
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Exercice 17 : Etudier la convergence des séries de terme général suivant.

o2 (T .. 4 cin o n—n?
(i) n sm(z—n), (i7) l—cos(;), (iii) n"e ",
. . cos(n) 1 )” _ In(n)
(iv) ) (v e-|(1+—| , (vi) ——,
nd— n n2
... In*(n) . 2:4--(20) .
(Ull) " , (Vlll) T, (l.X') W

Exercice 18 : Etudier la convergence de la série de terme général défini par

Tin g
sim(z

vneN*, un:f ()dt

0 1+¢

Exercice 19: Soit a € R. Etudier la convergence des séries

n!

an
(1) Zm, (i1) Znun.

Exercice 20 : Soit (a, b) € R%. On consideére la suite (u,,) ,en+ définie par
vneN*, u,=Inx)+aln(n+1)+bln(n+2).

1. Pour quelle valeur de (a, b) € R?, la série )  u, converge-t-elle?
2. Dans ce cas, calculer la somme Z Uy.

Exercice 21 : On consideére la suite (1) ,en définie par

/4
vneN, un:[ tan” (1) dt.
0

1. Montrer que la suite (u,) ,en €St décroissante.
2. Calculer uy, + uy+2 pour tout n € N.

3. Etudier la convergence de la suite (1) ,en et de la série Z U.

111 J Il Comparaison série-intégrale

Exercice 22 - Séries de Bertrand : Soit (a, b) € R?. Etudier la convergence de la

Exercice 23 : En utilisant une comparaison série-intégrale, déterminer un équi-
valent des suites suivantes.

(i) ilnz(k) (ii) +Z°o L i iM (iv) 2Zn vk
k=1 ’ kel kVE ok k=n+1

Exercice 24 : On considere la fonction d’une variable réelle

+00 X
X —
! ,12::1 n? + x?

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Pour tout x > 0, encadrer f(x) avec une comparaison série-intégrale.
3. En déduire la limite de f en +oo.

Exercice 25: On considére la fonction { : 11, +oo[ — R définie par
+00 1
Vxell,+ool, ((x)=) —.
n=1 n*

Déterminer un équivalent en 1* de la fonction (.

Exercice 26 : Soient la fonction f : R} — R etla suite (1) ,en+ définies par

Vxe Ri» sin(In(x))

flx)= et YneN¥, un:f f(de— f(n).
n-1

1. Montrer que la série de terme général u; converge.
2. Montrer que la suite (cos(In(n))) ,en+ diverge.
3. En déduire que Z f(n) est divergente.
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| s CIAYA Séries alternées

Exercice 27 : Etudier la convergence des séries suivantes.
. (—1)") .. ( (—1)")
i Inf1+ , ii Inf1+ ,
DY ( 2n+1 i ) vn

(iii) Zsin(n\/n2+1), (iv) Z(E/ll'
n!

Exercice 28 : Soit (a, b) € R2. Etudier la convergence de Z cos (n\/ n2+an+b )

Exercice 29 : Soit (i) nen 1a suite définie par 1y > 0 et

—Uy

VI’ZEN, Up+l =

n+1
1. Montrer que la suite (1) zen converge vers 0.

2. Etudierla convergence la série Z u, etde Z(—l)" Up.

Exercice 30 : Justifier la convergence et calculer la somme de la série

1y l)
Y (-1 ln(1+n .

n=1

Exercice 31: On considére la suite (R;,) ;e définie par

+00 (—l)k
vneN, R,= ) 5
k=n+1 k

1. Montrer que la série Z R, est convergente.
+00

2. Calculer la somme Z R,.
n=0

Exercice 32 : Etudier la convergence de la série Z sin (wen!).
n=0

Produit de Cauchy

Exercice 33 : Soit (i) nen Une suite numérique telle que Z u, converge absolu-
ment. On considere la suite (v,) ,en définie par

1 n
VnelN, v,= 2_" I;OZkuk.

Montrer que Z vy, converge et exprimer sa somme en fonction de celle de Z Up.

+00 Zn

Exercice 34 : On considére la fonction f: C — C définie par f: z— Z P
n=0 "%

1. Montrer que la fonction f est définie sur C.

2. Montrer que f(z+w) = f(z) f(w) pour tout (z,w) € C2.

Pour aller plus loin

Exercice 35 - Transformation d’Abel : Soient (a;),en €t (By) nen deux suites de
nombres complexes. On définit les suites (A;) nen €t (D) nen par

n
Ap= Z ax, bp=Bu+1— By
k=0

1. Montrer que pour tout # € N*, on a

n n-1
Z akBk = Aan - Z Akbk
k=0 k=0

2. En déduire que si (Aj)nen est bornée et si (By) en €St une suite de nombres
réels décroissante convergeant vers 0, alors la série ) _ a,, B, est convergente.

sin(n)
. est convergente.

i
3. Montrer que la série Z "
n
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