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Introduction

Une série entiere est une fonction définie sur une partie de C de la forme
+00 N
fiz— ) anZ" avec (ap)peneC".
n=0

Au XVII¢ siecle, les découvertes de Brook Taylor ont initié le développement
d’'une méthode de résolution pour les équations différentielles linéaires

(que nous verrons dans un chapitre ultérieur) en recherchant les solutions
sous la forme d’une série entiére.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous commencerons par étudier les résultats généraux
portant sur la convergence des séries entieres. Dans un second temps, nous
établirons les propriétés remarquables d'une fonction réelle définie par la
somme d’'une série entiere. Finalement, nous verrons que la plupart des
fonctions usuelles s’écrivent sous la forme d'une somme de série entiere.

Dans tout le chapitre, on considere deux suites (ay) pen € CN et (b)) peny € CN.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Définition (Série entiere)

Une série entiere est une série de fonctions Z fnoulafonction f,: C — C est
de la forme f;, : z— a,z" pour tout n € N.

Par abus de notation, la série entiere de la définition ci-dessus se note
simplement ) _ a,z".

Remarque 1

Pour z = 0, tous les termes de la série sont nuls sauf éventuellement celui
d’indice n = 0 qui est ay.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Lemme d’Abel

Sila suite (@nz])) ., €st bornée pour un nombre complexe z € C, alors pour
tout élément z € C vérifiant |z| < |z, la série numérique Z a,z" est
absolument convergente.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Définition (Rayon de convergence)

Le rayon de convergence de la série entiere Z anz" est défini par

R=sup{reR, |lasuite (a,r"),. estbornée} € [0,+o0].

Remarque 2

Les séries entiéres Y a,z" et ) anz™*' ontle méme rayon de convergence.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Proposition 1

Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R = 0.
(1) SizeC avec |z| <R, alors Z anz" converge absolument.

(ii) SizeCavec |z| > R, alors Z a,z" diverge grossiérement.

IIn'y a pas de regle générale pour la convergence de la série Z a,z" pour les
nombres z € C tels que |z| = R. Il faut étudier au cas par cas.

v,
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

a) Pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiére ) _ a,z”, il
suffit de déterminer pour quelle complexe z € C la série
numérique )_ a,z" converge absolument.

b) On déduit de la proposition précédente que I'on a I'égalité

R:sup{re Ry

" —— o}e[o,+oo].
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

On cherche le rayon de convergence R de la série entiere Z n2"z". Pour
tout nombre z€ C*, en notant u, = n2"z", on a

lupe1l  (n+ 12" g™ 2(n+ 1)| | 212
= = Z Z|.
7 n2"|z|" n n—+00

Par la régle de d’Alembert, on en déduit que la série ) n2"z" converge
absolument si 2|z| < 1 et diverge grossierement si 2|z| > 1.
On en déduit que R=1/2.
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I - Convergence d’une série entiére A - Rayon de convergence

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes.
. - _n nln(n) n
() Z ) Y ez, Gi) Y (-)"—-2",
n>0 n=0 n=1
(i ¥ = z3" W Y (=D"nlz", (@i Z
n=0 1 n=0 n=0
1+i "23"
2 i) ) ———— ( ) , ZZ"Z
n>0 n=1 n=0

\.
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I - Convergence d’une série entiére B - Disque et intervalle de convergence

Définition (Disque ouvert et intervalle ouvert de convergence)

Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R = 0.

(i) Le disque ouvert de centre 0 € C et de rayon R est appelé le disque
ouvert de convergence.

(ii) Lintervalle | — R, R[ est appelé intervalle ouvert de convergence.

Remarque 4

Si R = +oo le disque ouvert de convergence est C et I'intervalle ouvert de
convergence est R.
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I - Convergence d’une série entiére B - Disque et intervalle de convergence

On peut résumer la situation avec les deux figures ci-dessous.

Disque ouvert de convergence
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I - Convergence d’une série entiére B - Disque et intervalle de convergence

On peut résumer la situation avec les deux figures ci-dessous.

Divergence Convergence Divergence
grossiere absolue grossiére
i
-R 0 R

Intervalle ouvert de convergence
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I - Convergence d’une série entiére C - Propriétés sur le rayon de convergence

Théoréeme de comparaison

Soient R, et Ry, les rayons de convergence respectifs de Z a,z" et Z b,z".
(i) Sionalinégalité |a,| < |b,| pour tout n€ N, alors on a R; = Ry,.
(ii) Sion alarelation |a,| = O(|by,|), alors on a R, = Ry,

(iii) Sion al’équivalent |ay| = |b,|, alors on a R, = Ry,
(o.0)

Remarques 5

a) Lassertion (i) reste valable sil'inégalité |a,| < |b,| n'est que vérifiée a
partir d'un certain rang.

b) Lassertion (ii) reste valable si on remplace |a;| = O(|by|)
par |an| = o(|byl).
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I - Convergence d’une série entiére C - Propriétés sur le rayon de convergence

a) Comme on a [sin(n)| < |1]| pour tout n € N et que le rayon de
convergence de la série entiére )_z" est 1, on en déduit que le rayon
de convergence de la série entiere Z sin(n)z" est supérieur ou égal a 1.
b) Comme on a |sin(27")] = |27"| et que le rayon de convergence de la
o0

série entiere Z 27"Z" est 2, on en déduit que le rayon de convergence
de la série entiére ) _sin(27") 2" est 2.

.
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I - Convergence d’une série entiére C - Propriétés sur le rayon de convergence

Soit (pp) nen une suite bornée de nombres complexes. Montrer que le rayon

de convergence R de la série entiere )  p,z” vérifie R> 1.
n=0
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I - Convergence d’une série entiére C - Propriétés sur le rayon de convergence

Proposition 2

Pour tout @ € R, les séries entieres )  a,z" et Y n“a,z" ontle méme rayon
de convergence.

Pour tout a € R, le rayon de convergence de la série entiere ) _ n“z"
est R=1.
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I - Convergence d’une série entiére D - Opérations sur les séries entiéres

Proposition (Somme de deux séries entiéres)

Soient Z anz" et Z b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence
respectif R, et Ry,. Le rayon de convergence R de la série

entiere Y _(a, + by)z" vérifie I'inégalité R> min(R,, Ry).

De plus, pour tout z € C vérifiant |z| < min(R,, Rp), on a

>

(an+by)z" = (Z anzn) + (Z bnz") ;
= n=0 n=0

+
n=0

.

Remarque 6

Si R, # Ry, alors on al’égalité R = min(R,, Rp).
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I - Convergence d’une série entiére D - Opérations sur les séries entiéres

Proposition (Produit de Cauchy de deux séries entiéres)

Soient Z anz" et Z b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence
respectif R, et Ry,. Le produit de Cauchy des deux séries entiéres Z anz"
et )_b,z" estla série entiére ) _ c,2" définie par

n
VYneN, c,=) abyx.
k=0

Son rayon de convergence R vérifie R = min(R,, Rp) et pour tout ze C
vérifiant |z| < min(R,, Rp), on a

+00 +00 +00
D @ = (Z anz") (Z bnz").
n=0 n=0 n=0
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I - Convergence d’une série entiére D - Opérations sur les séries entiéres

Exemple 4

Pour tout z € C vérifiant |z| < 1, on a d’apres le théoreme précédent que

. . : (io )2 -io ) Y
n n n
= X = zZ = 1x1|zZ"= E (n+ I)Z 0
(1 — Z)Z 1-2 1-2z n=0 n=0 \k=0 n=0

.

Remarque 7

On peut résumer les deux propositions précédentes : sur un intervalle
ouvert ol les deux séries entieres Z a,z" et Z b,z" convergent, on peut en
effectuer la somme et le produit de Cauchy.
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I - Convergence d’une série entiére D - Opérations sur les séries entiéres

Soit (a, b) € C* x C* tel que a# b. On considere la fonction f: C\ {a, b} — C
définie par

vzeCMa bl f@A=r—2r—p-

Montrer que la fonction ci-dessus est la somme d'une série entiere dont on
précisera le rayon de convergence en utilisant les deux méthodes
ci-dessous.

(i) Avec une décomposition en élément simple.

(ii) Avec un produit de Cauchy.

\.
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Dans cette partie, on étudie les propriétés de la somme d’une série entiere
sur son intervalle ouvert de convergence. Par conséquent, on désigne la
variable par x a la place z.

Si la série entiere Z a,x"* est de rayon de convergence R = 0, alors les

résultats de la partie précédente impliquent que sa fonction
+00

somme f: x— Z a,x" est définie sur un intervalle I de la forme
n=0

I=1-RR[, I=[-RR[ I=]-RR ou I=[-RR.

De plus, on a toujours 0 € I et f(0) = ag.
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Lemme fondamental

La série entiéere Z a,x"* converge normalement sur tout segment inclus
dans son intervalle ouvert de convergence.
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Théoréme de continuité

Si Z a,x" est une série entiere de rayon de convergence R > 0, alors sa
+00
fonction somme f: x— Z a,x" est continue sur son intervalle ouvert de

n=0
convergence.
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Théoreme de dérivation terme a terme

Si Z anx"* est une série entiére de rayon de convergence R > 0, alors sa
+00

fonction somme f: x— Z anx" est de classe € sur l'intervalle ouvert de
n=0

convergence. De plus, on a

+00
Vxel-RRl, fx)=) nax"".
n=1

Remarques 8

a) D’apres la derniere proposition de la sous-partie 1.C, 1a série entiére
définissant f et celle définissant f’ ont le méme rayon de convergence.

b) Plus généralement, pour tout pe N, on a

+00 |
vxel-RR, fPw=Y ——a,x*"P.
! ,;p(n—p)! !
o
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

On considere la fonction f: ] — 1, 1[ — R définie par

+00

vYxe]-1,1 f)= =) x"

I-x 72

—

La série entiére Z x"* a pour rayon de convergence R = 1, donc d’apres le
théoreme ci-dessus, on a

vxel-1,1, fl)= an
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Montrer que la fonction f: x —
classe €.

se prolonge a R en une fonction de
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Théoréme de primitivation

Si ) anx" estune série entiere de rayon de convergence R> 0, alors une
+00

primitive de sa fonction somme f: x — Z a,x" sur ] — R, R| est la fonction F
n=0

définie par

X (+00 +00 an
Vxel-RRI F(x):f (Z ant")dtz Y ey
0 \n=0 n=o n+1

Remarques 9

a) Plus précisément, la fonction F définie dans le théoréme est la
primitive de f qui s’annule en 0.

b) D’apres la derniére proposition de la sous-partie I.C, la série entiere
définissant f et celle définissant F ont le méme rayon de convergence.
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Exemple 6

La série entiere Z x"" a pour rayon de convergence R = 1. En appliquant le
théoréeme précédent avec le nombre x=1/2 €] —1,1[, on obtient que

1/2 1/2 (+o0
In@) =[-In(1-0]3*= fo 1tht=f0 (Z t”)dt
1/2

+00
:nX:‘b A de = Z( +1)2n+1
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II - Régularité de la somme d’une série entiére de...

Montrer qu’on a les égalités

+00o _ 1\
2v3) ()

6Arct .
1= DAe an(\/_) Z 2nt1)3"
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III - Fonctions développables en série entiére A - Généralités

Définition (Fonction développable en série entiere)

Une fonction f: I — R est développable en série entiere s’il existe un
intervalle non vide | — r, r[ < I et une série entiere Z anx" de rayon de
convergence R = r telle que

Vxel-rnrl, fx)= Zanx

Cette égalité est appelée le développement en série entiere de la fonction f.
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III - Fonctions développables en série entiére A - Généralités

Proposition 3

Si f: I — R est développable en série entiére, alors il existe un intervalle non
vide | — 1, r[ < I tel que f est de classe € sur ] —r, 1] et

+oo £(n)
vxel-rrl, f=) f—'(o)x”.
n:O n-

Définition (Série de Taylor)

La série de Taylor associé a une fonction f: I — R de classe "> sur un
f(n) ©) ,
=

voisinage de 0 est la série entiere Z '
n!

n=0
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III - Fonctions développables en série entiére A - Généralités

Remarques 10

a) Toutes les fonctions de classe *° ne sont pas développables en série
entiere :
* il existe des fonctions de classe ¥ dont la série de Taylor a un
rayon de convergence nul;
* il existe des fonctions f de classe 4> dont la série de Taylor a un
rayon de convergence non nul et dont la somme est différente
de f.

.

PSI* - Chapitre 9 - Séries entiéres 33/46



III - Fonctions développables en série entiére A - Généralités

Remarques 10

b) Sif:]—r,r[— Restune fonction de classe ¥"*°, on peut démontrer par
récurrence sur n € N avec des intégrations par parties la formule
de Taylor avec reste intégral suivante.

(k) X (v_ AN
VneN, Vxel-rnrl, f(x)= Zf © "+f %f(nﬂ)(ﬂdt.
0 |

On en déduit que la fonction f est développable en série entiére
sur | —r, 7] si et seulement si
Y(x—t
Vxel-r7], llm ( ) — — fmUpdr=0

+2 Jo
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III - Fonctions développables en série entiére A - Généralités

Corollaire (Unicité du développement en série entiéere)

Si) anx"et) byx" sont deux séries entiéres qui convergent sur
l'intervalle ] — r, r[ avec r > 0, alors on a

+00 +00
Vx€]—r,r[, Zanxnz anxn <> VnEN, an:bn.
n=0 n=0
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I1I - Fonctions développables en série entiére B - Développement en série entiére des fonctions...

Dans cette partie, nous allons déterminer les développements en série
entiere des fonctions usuelles. Pour déterminer un développement en série
entiere, nous utilisons principalement les deux méthodes ci-dessous.

e Utilisation d'une formule de Taylor pour majorer le reste (voir la
derniére remarque de la partie précédente).

e Utilisation d'une équation différentielle et de I'unicité d’'un probleme
de Cauchy.

PSI* - Chapitre 9 - Séries entiéres 36/46



I1I - Fonctions développables en série entiére B - Développement en série entiére des fonctions...

Voici le développement en série entiere des fonctions usuelles.

. . Intervalle ouvert Rayon de
Développement en série entiére
de convergence | convergence
1 +00
T - XX I=1-1,1] R=1
I-x n=0
1 +00
— = ) D) I=]-1,1] R=1
1+x =0
+o0o xn
Inl-x = -) — I=1-1,1] R=1
n=1 1
+00 (_1)n+1
Inl+x) = ) ——x" I=1-1,1] R=1
n=1 n
+00 n+l1
Arctan(x) = " I=1-1,1 R=1
(x) ZO( v =11
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I1I - Fonctions développables en série entiére

B - Développement en série entiére des fonctions...

Voici le développement en série entiere des fonctions usuelles.

. . Intervalle ouvert Rayon de
Développement en série entiére
de convergence | convergence
+00 xn
exp(x) P I=R R=+00
n=0 1
+00 x2n
cos(x) Y -n” I=R R=+00
=0 2n)!
+00 x2n+1
sin(x) Y -)'—— I=R R=+o0
20 2n+1)!
+00 x2n
ch(x) ) I=R R=+o0
n=0 (2”)‘
oo ,2n+l
Sh(x) Z PP I=R R=+400
o 2n+1)!
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I1I - Fonctions développables en série entiére B - Développement en série entiére des fonctions...

Voici le développement en série entiere des fonctions usuelles.

. . Intervalle ouvert
Développement en série entiére
de convergence
Ral@-1)-(@a—n+1
1+0% = 1+ e Ly I=]1-1,1]
n=1 nl
Rayon de
convergence
R=1 si aeR\N
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III - Fonctions développables en série entiére B - Développement en série entiére des fonctions...

Remarque 11

Si a € N, le rayon de convergence du développement en série entiére de la
fonction x — (1 +x)% est R= +oo, car les termes de la somme sont nuls a
partir d'un certain rang. De plus, le développement en série entiere
correspond a la formule du bin6me de Newton dans ce cas.

PSI* - Chapitre 9 - Séries entiéres 40/46



III - Fonctions développables en série entiére B - Développement en série entiére des fonctions...

Soit a> 0. Calculer le développement en série entiere des fonctions
suivantes et préciser leur rayon de convergence.

i) f:x—a, (i) f:x— e,

o o 1
(i) f:x—In(a+ x), (iv) f:x =

Calculer le développement en série entiére des fonctions ci-dessous et
préciser leur rayon de convergence.
() fix—sin®@), @) f:x— ln(x2 +x+1), (i) f:xr—»ln(x2 -3x+2),

o 1+x D e X
(iv) f.x _l_xy (v) f-x x2+5x+6’ (vi) f'x (x_z)(xZ_l)'
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I1I - Fonctions développables en série entiére B - Développement en série entiére des fonctions...

Exercice 8 (Développement de la fonction sinus intégral)

Calculer le développement en série entiere en précisant le rayon de
convergence de la fonction sinus intégral Si : R — R définie par

X sin(t) dr

VxeR, Si(x) =f
0
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IV - Développements de fonctions d’'une variable...

Rappelons que dans le chapitre portant sur les espaces vectoriels normés,
nous avons définis la notion de continuité pour une application f: A—C
ol A est une partie non vide de I'espace vectoriel normée C.

Théoréme de continuité

Si Z anz" est une série entiére de rayon de convergence R > 0, alors sa
+00
fonction somme f: z— Z a,z" est continue sur son disque ouvert de

n=0
convergence.

DEMONSTRATION
HORS PROGRAMME
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IV - Développements de fonctions d’'une variable...

Théoréeme 1

1 +00

Pour tout nombre z € C avec |z] < 1, on a |’égalité T = Z z".
—<2 =0
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IV - Développements de fonctions d’'une variable...

Rappelons que I'exponentielle d'un nombre complexe z= x+iye C
avec (x, ) € R? est le nombre défini par

exp(2) = e*e? = e*(cos(y) +isin(y)).

Théoreme 2

+oo N
N <
Pour tout nombre z€ C, on al'égalité exp(2) = ) —.
n=0 1
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IV - Développements de fonctions d’'une variable...

Calculer le développement en série entiére des fonctions ci-dessous et
préciser leur rayon de convergence.

(i) f:x—ecos(x), (i) f:x— e *sin®(x).

) fix— —— ),
@ f X2 +2x+2

PSI* - Chapitre 9 - Séries entiéres 46/46



