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Introduction

Considérons un endomorphisme f € 2 (E) ou E est un espace vectoriel de
dimension finie sur un corps K. Pour chaque base % de E, nous savons
associer a f sa matrice Matg(f) dans la base 4. Pour faciliter la résolution
de nombreux problemes en algebre linéaire (calcul des puissances d’'une
matrice par exemple), nous souhaiterions pouvoir choisir la base % de E de
telle sorte que la matrice Matg(f) soit la plus simple possible.
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Introduction

En pratique, nous souhaiterions déterminer une base %4 = (vy,...,v,) de E
telle que la matrice Matz(f) soit diagonale, c’est a dire

A 0)
A,..., A €K”, Matg(f) = . (%)
(0) An

D’un point de vue matriciel, le probleme se reformule via la formule du
changement de base. Nous étudierons a quelles conditions une matrice
carrée M € ./, (K) est-elle semblable a une matrice diagonale, c’est a dire

M 0)
APe GL,(K), 3IAy,..., A eK”, M=P Pt
0) An

Plus généralement, il est naturel de se demander a quelles conditions deux
matrices de .#,(K) sont semblables, mais ce probleme dépasse le cadre du
programme.
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Introduction

En pratique, nous souhaiterions déterminer une base % = (vy,...,v,) de E
telle que la matrice Mat g (f) soit diagonale, c’est a dire

A 0
IAq,..., A e K, Matg(f) = . (%)
0) An

Par définition, la relation (*) se traduit par f(v;) = A;v; pour tout i € [1, n].
Cette remarque nous amenera a étudier les couples (A, v) € K x E avec v # O
vérifiant la relation f(v) = Av. Nous déterminerons ensuite des conditions
nécessaires et suffisantes pour I’existence d'une base % vérifiant (x).

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou...

Dans cette partie, on considére un endomorphisme f € .Z(E) ou1 E est un
espace vectoriel sur K.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Définition (Elément propre d’un endomorphisme)

(i) On dit qu'un scalaire A € K est une valeur propre de
I'endomorphisme f s’il existe un vecteur v € E non nul tel
que f(v) = Av.

(ii) On dit qu'un élément v € E est un vecteur propre de
I’endomorphisme f s’il est non nul et s’il existe un scalaire A € K tel
que f(v) = Av.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Remarques 1

a) Unvecteur ve E non nul est un vecteur propre de f si et seulement si
la droite vectorielle Vect(v) est stable par f.

b) L'équation f(v) = Avd’inconnue (A,v) e K x E\ {0} est appelée
équation aux éléments propres.

Soit f: Ry [X] — R2[X] 'endomorphisme défini par f: P— P+ XP'.
On a f(X) = 2X, donc X est un vecteur propre de f pour la valeur propre 2.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Définition (Sous-espace propre)

Le sous-espace propre de f associé a une valeur propre A € K de f estle
sous-espace vectoriel Ey (f) = Ker(Aldg — f).

Remarques 2

a) Le sous-espace propre Ej (f) est 'ensemble constitué du vecteur nul et
des vecteurs propres de f associés a la valeur propre A.

b) Sif et g sont deux endomorphismes de E qui commutent, alors les
sous-espaces propres de f sont stables par g et les sous-espaces
propres de g sont stables par f.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

En reprenant 'exemple précédent, on a en écrivant P = aX? + bX + ¢
avec (a, b, ¢) € R® que

PeB(f) o 2P-f(P=0 o c-aX’=0 & a=c=0,

donc on a E;(f) = Vect(X).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Définition (Spectre)
Le spectre de f, noté Sp(f), est 'ensemble des valeurs propres de f.

Théoréme 1

Une somme finie de sous-espaces propres de f associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes est directe.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Remarques 3

a) On en déduit que toute famille de vecteurs propres associés a des
valeurs propres distinctes est libres.

b) Si E est de dimension finie, on en déduit que f admet au plus dim(E)
valeurs propres distinctes.

Exemple 3

Pour tout A € R, on considére la fonction f : R — R définie par f; : t — e, Si
on note ¢ 'endomorphisme de ¢*°(R,R) défini par ¢ : f — f’, on remarque
que

VAER, ¢(f)=Afi,

donc la fonction f) est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A. On
en déduit que si A1,...,1, € R sont des nombres distincts deux a deux, alors
la famille (f3,,...,f,) estlibre.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Soit E I'espace vectoriel des suites réelles convergeant vers 0. On considere
I'application A définie sur E qui a chaque élément (u,) ,en de E associe la
suite (v,) nen définie par

VneN, v,=uUpi1— Up.

1) Montrer que A est un endomorphisme de E.

2) Déterminer les éléments propres de A.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Proposition 1

Si P e K[X] est un polyndme annulateur de f, alors toutes les valeurs
propres de f sont des racines de P.

Exemple 4

Si f est un endomorphisme nilpotent, alors il existe un entier k€ N* tel
que P = XF est un polynéme annulateur de f, donc on a
I'inclusion Sp(f) < {0k}.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... A - Généralités

Soit f € Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E. Montrer que
si P e K[X] est un polyndme et si A € K est une valeur propre de f, alors P(A)
est une valeur propre de P(f).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d’un endomorphisme

Dans cette partie, on suppose que ’espace vectoriel E est de dimension
finie.

Définition (Polynome caractéristique)

Le polynome caractéristique de f est I'application y: K — K définie par

VAEK, xA) =detAldg—f).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d'un endomorphisme

Proposition 2

Le polynéme caractéristique de f est une fonction polynomiale de
degré dim(E) telle que

(i le coefficient dominant est égala 1,
(ii) le coefficient de degré dim(E) —1 est égal a —tr(f),
(i) le coefficient constant est égal a (—1)4™® det(f).

Remarque 4

Autrement dit, le polynéme caractéristique de f est de la forme

xp: A= A9ME g AdmE-T Ly (1M Geg(f).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d’un endomorphisme

Théoreme 2

Les valeurs propres de f sont les racines dans K du polyn6me
caractéristique yy.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d’un endomorphisme

Définition (Ordre de multiplicité d’une valeur propre)

Lordre de multiplicité d'une valeur propre A de 'endomorphisme f,
notée my (f), est]’ordre de multiplicité de la racine A dans le polynéme
caractéristique y .
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d'un endomorphisme

On considere 'endomorphisme f: R® — R® défini par
V(x,),2) € RS, fxy,2=x+y+z,x+y+2z,x+y+2).

Le polynéme caractéristique de I’endomorphisme f est

A-1 -1 -1 A-3 -1 -1
xrM=-1 A-1 -1 I A-3 A-1 -1
-1 -1 A-1] "R A-3 -1 A-1
1 -1 -1
- A-3)[0 A 0[=A%(1-3).
L3«—L3—Li 0 0 A
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d'un endomorphisme

Exemple 5

Le polynome caractéristique de I’endomorphisme f est
xr(A) = A2 (A-3).

D’apres 1é théoreme précédent, on en déduit que les valeurs propres de
I'endomorphisme f sont 0 et 3 avec pour multiplicité m(f) = 2 et ms(f) = 1.
De plus, on obtient par le calcul que les sous-espaces propres associés sont

Eo(f) = Vect((1,0,-1),(0,1,-1)) et Es(f) =Vect((1,1,1)).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d'un endomorphisme

Théoréeme 3
Si A € K est une valeur propre de f, alors on a l'inégalité

1 <dim(Ey () < mp(f)

Exemple 6

On considére 'endomorphisme f: R® — R3 défini par

v

V(1,2 R, f(x,,2=(xy+22.

Le polynome caractéristique de I'endomorphisme f est y (1) = (A - 1)3.On
en déduit que f admet une unique valeur propre qui est 1 et que sa
multiplicité est m; (f) = 3. Le sous-espace propre associé est

Ei (f) = Vect((1,0,0), (0,0,1))

qui est de dimension 2.

w
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d'un endomorphisme

Théoréme de Cayley-Hamilton

Le polynome caractéristique ¢ est un polynéme annulateur de f.

En reprenant I'exemple précédent, on déduit du théoreme ci-dessus
que (f—IdE)S = Og(E).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... B - Polyndme caractéristique d'un endomorphisme

Soit (f, g) € -Z(E)? un couple d’endomorphismes d’'un espace vectoriel E
sur K.

1) Montrer que Sp(fog) NK* =Sp(gof) nK*.
2) Montrer que si E est de dimension finie, alors Sp(fo g) = Sp(gef).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Dans cette partie, on considére un entier n € N* et une matrice M € .Z,,(K).

Toutes les définitions précédentes s’adaptent aux matrices carrées.
(i) Ondit que A € K est une valeur propre de M s’il existe un
vecteur V € ./ (K) non nul tel que MV = AV.

(i) On dit que V € .#},(K) est un vecteur propre de M s’il est non nul et
s'il existe A e K tel que MV = A V.

(iii) Si A € K est une valeur propre de la matrice M, le sous-espace propre
de M associé a A est le sous-espace vectoriel E; (M) = Ker(Al,, — M)
de %n,l (K) .

(iv) Le spectre de M, noté Sp(M), est 'ensemble des valeurs propres de M.

(v) Le polynome caractéristique de la matrice M est
I'application y s : K — K définie par

VAekK, ymA)=det(Al,—M).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Remarque 5

Léquation MV = AV d’'inconnue (A, V) € K x 4,1 (K) \ {O,,1} est appelée
équation aux éléments propres.

Théoréme 4

Une somme finie de sous-espaces propres de M associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes est directe.

\.

Remarque 6

On en déduit qu'une matrice de .#,(K) admet au plus n valeurs propres
distinctes.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Proposition 3

Si P e K[X] est un polynéme annulateur de M, alors toutes les valeurs
propres de M sont des racines de P.

Exemple 8

Si M est une matrice nilpotente, alors il existe un entier k€ N* tel
que P = XF est un polynome annulateur de M, donc on a
l'inclusion Sp(M) < {0k}.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Exercice 4

On considere la matrice

1 1 1
J=[1 1 1|e.Z®R).
1 11

Calculer /2, puis en déduire les éléments propres de J.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Proposition 4

Le polynéme caractéristique de M est une fonction polynomiale de degré n
telle que

(@i le coefficient dominant est égala 1,
(ii) le coefficient de degré n—1 est égal a —tr(M),

(iii) le coefficient constant est égal a (—1)" det(M).

Remarque 7

Autrement dit, le polynome caractéristique de f est de la forme

A A= AT —tr(MA 4o+ (=1) " det(M).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Théoreme 5

Les valeurs propres de la matrice M sont les racines racines du polynéme
caractéristique y .

Remarque 8

Les valeurs propres d'une matrices triangulaires sont ses coefficients
diagonaux.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Notation

Comme une matrice de A € .#,,(R) est aussi une matrice de .#,,(C), il est
préférable de préciser le corps dans lequel on considere les valeurs propres
de la matrice A. En général, on note Spr(A) 'ensemble des valeurs propres
réelles de A et Spc(4) I'ensemble des valeurs propres complexes de A.

Remarques 9

a) Parle théoreme précédent, si A€ .#,(R), 'ensemble Spg(A) est
I’ensemble des racines réelles du polynome y 4, tandis que
I'ensemble Sp¢(A) est’ensemble des racines complexes du
polynome y 4.

b) Comme K c C, on peut toujours choisir d’étudier les éléments propres
d’'une matrice sur le corps C.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Exemple 9

On considere la matrice

-1 1 0
A=|-1 0o 1|e.zsm.
0 -1 1

Le polyndme caractéristique de la matrice A est

A+1 -1 0 A -1 0
=1 1 -1 - A A -1
0 1 A—1] 979G 1 a1
1 -1 o0
= A0 A+1 -1

L—D-L

Li—L,-L, [0 2 A-1
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Exemple 9

En développant par rapport a la premiere colonne ce dernier déterminant,
on obtient que

A+1 -1

XA =41"," 4

‘:A((A+1)(/1—1)+2) =A% +1).

D’apres 1é théoreme précédent, on en déduit que Spy(A) = {0}
et Spe(A) = {01, —i}.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Définition (Ordre de multiplicité d’une valeur propre)

Lordre de multiplicité d'une valeur propre A de la matrice M, noté ny (M),
est'ordre de multiplicité de la racine A dans le polynome
caractéristique y .

Théoréme 6
Si A € K est une valeur propre de M, alors on a I'inégalité

| \

1 <dim(Ey (M) < my(M).
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Remarque 10

Deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique : on en
déduit qu’elles ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités.

En effet, si deux matrices A € .#,(K) et Be .#,(K) sont semblables, i.e. s’il
existe une matrice P e GL,(K) telle que A= PBP! alors on a la relation

VlekK, Al,—A=PAl,—BP

On en déduit que Al, — A et Al — B sont semblables pour tout A € K, donc
elles ont le méme déterminant, i.e. le méme polynome caractéristique.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Théoréme de Cayley-Hamilton

Le polyndme caractéristique y s est un polynome annulateur de M.

PSI* - Chapitre 6 - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées 35/88



I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Exercice 5

On consideére la matrice

3 -1
A=(1 ; )6///2(|R)-

1) Déterminer un polyndme annulateur non nul de A.

2) En déduire une expression de A” pour tout 7 € N.
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I - Eléments propres d’'un endomorphisme ou... C - Extension des notions aux matrices

Une fois que I'on a fixé une base 4 de I'espace vectoriel E, nous pouvons
donc passer des objets définis dans le cadre des espaces vectoriels a des
objets matriciels. Le tableau ci-dessous résume la correspondance entre
ces deux aspects avec les notions de seconde année.

Représentation vectorielle | Lien | Représentation matricielle
VEE Mat gy Ve Mn)([K)
feZ(E) Mat g Me #,(K)
ve Ey(f) Mat g Ve Ey(M)
Sp(f) = Sp(M)
Xf = XM
ma(f) = my, (M)
tr(f) = tr(M)
det(f) = det(M)
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Dans cette partie, on considére un élément f € .Z(E) ol E est un espace
vectoriel de dimension finie sur K.

Définition (Endomorphisme diagonalisable)

Lendomorphisme f est diagonalisable s’il existe une base % de I’espace
vectoriel E telle que Mat z(f) est diagonale.

4

Remarque 11

On peut reformuler la définition précédente. Lendomorphisme f est
diagonalisable si et seulement si il existe une base % de E constituée de
vecteurs propres pour f.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Exemples 10

a) Soit f: Ry [X] — Ry [X] 'endomorphisme défini par f: P— P+ XP'.
Dans la base canonique ¢ = (1, X, X?) de I'espace vectoriel R, [X], on a
1 0 0
Matg(H)=[0 2 0],
0

0 3

donc I'endomorphisme f est diagonalisable.

b) Toute homothétie vectorielle de E est diagonalisable, car sa matrice
dans toute base de E est diagonale.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Exemples 10

c) Tout projecteur vectoriel p e 2 (E) est diagonalisable, car si % est une
base adaptée a la décomposition en somme directe E = Im(p) & Ker(p),
ona

Matg(p):(g 8) avec r=rang(p).

d) Toute symétrie vectorielle s € .Z (E) est diagonalisable, car si & est une
base adaptée a la décomposition en somme
directe E = Ker(s—Idg) ® Ker(s+Idg), on a

I
O

Matgz(s) = ( _CI)[) avec (k,¢)¢€ N2,
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Théoreme 7

Lendomorphisme f est diagonalisable si et seulement si E = @ Ey(f).
AeSp(f)
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

On rappelle qu'un polyndme de K[X] est scindé sur K s’il s’écrit comme un
produit de facteurs de degré 1 de K[X]. Par le théoreme de
d’Alembert-Gauss, tous les polyndmes de C[X] sont scindés sur C. Par
contre, ce n'est pas le cas de tous les polyndmes de R[X] : par exemple le
polynéme X? + 1 € R[X] n'est pas scindé sur R.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Théoréme (Caractérisations géométriques des endomorphismes...)

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Lendomorphisme f est diagonalisable.

(i) On alarelation

dim@E) = ) dim(E ().
AeSp(f)

(iii) Le polynome caractéristique yr est scindé sur K et

VAeSp(f), dim(Ey(f)) = my(f).
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

On définit I’endomorphisme ¢ : C3[X] — C3[X] par
p:P— (X*-1)P'—(X-1P.

1) Déterminer les valeurs propres de 'endomorphisme ¢.

2) Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

\.

Soit ne€ N*. Lendomorphisme A : P— P’ de R,[X] est-il diagonalisable?
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Corollaire 1

Sil’endomorphisme f admet dim(E) valeurs propres distinctes, alors f est
diagonalisable et les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles.

La réciproque du corollaire est fausse! Par exemple, une homothétie est
diagonalisable, mais elle admet une unique valeur propre.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Exercice 8
Soit n € N. On définit 'endomorphisme ¢ : C,[X] — C,[X] par

@:P—P (&) .
2

1) Déterminer les valeurs propres de ¢.

2) Montrer que @ est diagonalisable.

3) Calculer ¢ ((X - 1)¥) pour ke [0, .

4) En déduire les sous-espaces propres de ¢.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Théoreéme (Caractérisations algébriques des endomorphismes...)

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Lendomorphisme f est diagonalisable.
(ii)) Lendomorphisme f admet un polynéme annulateur scindé a racines
simples sur K.

(iii) Le polyndme H (X — 1) est un polynéme annulateur de f.
A€Sp(f)

Corollaire 2

Si f est un endomorphisme diagonalisable et si F est un sous-espace
vectoriel de E stable par f, alors la restriction de f a F est diagonalisable.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables A - Cas des endomorphismes

Exercice 9
Soit n € N. On définit 'endomorphisme ¢ : C,[X] — C,[X] par

@:P— P(1-X)+2PX).

Calculer ¢?, puis en déduire que ¢ est diagonalisable et préciser ses valeurs
propres.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables B - Cas des matrices

Dans cette partie, on considére un entier n€ N* et une matrice M € ./, (K).

Définition (Matrice diagonalisable)

La matrice M est diagonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale.

Remarque 12
Si f € Z(E) est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension
finie sur K et si & est une base de E, alors il résulte de la définition
précédente et de la formule du changement de base que I'on a
I’équivalence

f est diagonalisable < Matgz(f) est diagonalisable.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables B - Cas des matrices

Théoreme 8

La matrice M est diagonalisable si et seulement si .#},; (K) = @ Ey(M).
AeSp(M)
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables B - Cas des matrices

Théoreme (Caractérisations géométriques des matrices diagonalisables)

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Lamatrice M est diagonalisable.

(i) On alarelation

dim (4,1 (K) = ) dim(E)(M)).
AeSp(M)

(iii) Le polyndme caractéristique y s est scindé sur K et

VAeSp(M), dim(Eyr(M))=my(M).
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables B - Cas des matrices

Corollaire 3

Sila matrice M € .#,,(IK) admet n valeurs propres distinctes, alors M est
diagonalisable et les sous-espaces propres de M sont des droites
vectorielles.

La réciproque du corollaire est fausse! Par exemple, une matrice de la
forme M = AI,, avec A € K est diagonalisable, mais elle admet une unique
valeur propre.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables B - Cas des matrices

Soit m € R. On considére la matrices de .3 (R) suivante

1 0 1
An=| -1 2 1
2—-m m-2 m

1) Déterminer le polyndome caractéristique de la matrice Ay,.

2) Pour quelles valeurs de m € R est-elle diagonalisable ?
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables B - Cas des matrices

Théoreme (Caractérisations algébriques des matrices diagonalisables)

Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La matrice M est diagonalisable.

(ii) La matrice M admet un polynéme annulateur scindé a racines simples
sur K.

(iii) Le polynome [] (X-A)estun polyndme annulateur de M.
AeSp(M)
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables B - Cas des matrices

Soit 7€ N*. On considere la matrice M € .#,(R) définie par m;; =1 pour
tout (i, j) € [1, n]2. Calculer M?, puis en déduire que M est diagonalisable et
préciser ses valeurs propres.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Soit n€ N*. On considére une matrice A € .#,(K) que I’on souhaite
diagonaliser si possible sur K.
1) On calcule le polynéme caractéristique de A.

a) Siyan’estpasscindé sur K, alors la matrice An’est pas
diagonalisable sur K. On conclut que I'on ne peut pas la
diagonaliser sur K.

b) Sinon, on note Ay,...,A, € K les valeurs propres de A.

2) On détermine une base % de chaque sous-espace propre E, (A) de A.

a) Sipour une valeur propre A; de A, on a dim(Ey, (A)) < my, (A),
alors la matrice A n’est pas diagonalisable sur K. On conclut que
I'on ne peut pas la diagonaliser sur K.

b) Sinon, on passe au point suivant.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables C - Méthode - Diagonaliser une matrice

3) En considérant la base % = (%, ..., %) del'espace vectoriel .#,1 (K)
et la base canonique % de .#}, (K), on a par la formule du
changement de base que

A=PDP! avec P=Py_yz
ou De ./, (K) estla matrice diagonale

D= Diag(/h,...,}ll,/lg,...,/12,...,/1,,,...,)1,,).
—_—— ———

N,
my, (A) my, (A my,(A)

PSI* - Chapitre 6 - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées 57/88



II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Exemple 11

On souhaite diagonaliser sur R la matrice

0 -1
A:(1 OJEJ/ZZ(R).

Son polyndme caractéristique est

A1

xa(l) =det(Al, — A) = ‘_1 1

'=A2+1.

Le polynéme y4 n'est pas scindé sur R, car son discriminant est strictement
négatif. On en déduit que A n’est pas diagonalisable sur R.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Exemple 12

On reprend la matrice A de 'exemple précédent que I'on souhaite
diagonaliser sur C. Son polyndme caractéristique est

ra) =22 +1=A-D)(A+i)

qui est scindé sur C. On en déduit que Sp(A) = {i, —i}. On détermine une
base de chacun des sous-espaces propres.

E(A) =Ker(il, — A) = Ker((_i1 i)) :Vect((_li)),

E_;(A) = Ker(—iI, — A) = Ker ((__i _11)) = Vect ((1)) .
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Comme dim (.#5,1(C)) = dim (E (A)) + dim (E-;(4)), on en déduit que A est
diagonalisable sur C. Finalement, on a

A=PDP™ avec Pz(_li i) et D:((l) 0).
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Remarque 13

On constate dans I’exemple ci-dessus que les vecteurs propres sont
conjugués. De maniere générale, si A € C \ R est une valeur propre d'une
matrice A€ .#,(R), alors le nombre A est une valeur propre de A et les
sous-espaces propres associés sont conjugués. En effet, on a

VEE((A) & AV=AV < AV=1V o VeE;A.

Conjugaison
Ae M, (R)

En particulier, si on a Ej (A) = Vect(V1,..., V)), alors Ej (A) = Vect (71, ... ,Vp).
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

On souhaite diagonaliser sur R la matrice

1 1
A= (0 1) G%Z(R).

Son polyndéme caractéristique est

A-1 -1

xMM=dﬂMh—m='() e

’:m—n?

qui est un polynome scindé sur R. On en déduit que Sp(A4) = {1}.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Exemple 13

On détermine le sous-espace propre associé.

E; (A) = Ker(I, — A) = Ker ((g _01)) = Vect (((1))) .

On remarque que dim (E; (4)) = 1 < 2 = m; (A), donc la matrice A n’est pas
diagonalisable sur R.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Exemple 14

On souhaite diagonaliser sur R la matrice
2 11
A=|1 2 1|e[.
1 1 2

En utilisant I'opération élémentaire C; — C; + C, + C3, on obtient que

A-2 -1 -1] [A-4 -1 -1
ya) =detAz—A)=| -1 A-2 -1|=|A-4 2-2 -1
-1 -1 A-2| [A-4 -1 A-2

o=l =l
=A-41 1-2 -1
1 -1 A-2
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Exemple 14
De plus, en utilisant L, — Ly — L; et L3 — L3 — L;, on obtient que le
polyndme caractéristique de A est

|
A =A-4[0 A1-1 0 |=(A-4A-1)>2
0 0 A-1

qui est un polyndéme scindé sur R. Les valeurs propres de A sont 1 et 4.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  C - Méthode - Diagonaliser une matrice

Exemple 14

On détermine une base de chacun des sous-espaces propres.

-1 -1 -1 1

Ei(A) =Ker(I3—A)=Ker||-1 -1 —-1]|=Vect|] 0 |,| 1 ,
-1 -1 -1 -1 -1
2 -1 -1 1

Ey(A) =Ker(4l3—A) =Ker||-1 2 -—1]|=Vect|]|1
-1 -1 2 1

Comme dim (.#3,1 (R)) = dim (E; (4)) + dim (E4(A)), on en déduit que A est
diagonalisable sur R. Finalement, on a

1 1 1 00
A=PDP' avec P=|-1 0 1| et D=|0 1 0
0 -1 1 0 0 4
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables C - Méthode - Diagonaliser une matrice

On consideére les matrices de .#3(R) suivantes.

0o 2 -1 0 3 2 0 0 1
A=|3 -2 0|, B=|-2 5 2|, C=|1 0 0
-2 2 1 2 -3 0 010

Répondre aux questions suivantes pour chacune des matrices ci-dessus.

1) Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice.

2) La matrice est-elle diagonalisable sur R? Si oui, la diagonaliser.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables C - Méthode - Diagonaliser une matrice

On consideére les matrices de .#3(C) suivantes.

-1 0 0 0 1 i -1 -1+42i
A=|1 0 -1|, B=|1 0 0], C=|2 3+i 1-3i
-1 0 2 010 0 O 2

Répondre aux questions suivantes pour chacune des matrices ci-dessus.

1) Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice.

2) La matrice est-elle diagonalisable sur C? Si oui, la diagonaliser.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables D - Méthode - Calculer les puissances d’une...

Lorsque 'on a réussi a diagonaliser une matrice A € .#,(K), il est facile de
calculer ses puissances. En effet, si on peut écrire A= PDP~! avec une
matrice diagonale D € .#,(K) et une matrice inversible P € GL,(K), alors
pour tout k€ N, on ala relation

Ak = (ppP "= (PDP")(PDPY)(PDP")---(PDP')(PDP ") = PDFP,
—— = N——
I, I, In

donc on peut calculer A* car 'on connait P, DX et P!,
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables D - Méthode - Calculer les puissances d’'une...

Exemple 15

On souhaite calculer les puissances de la matrice
2 1 1

A=|1 2 1|e.#5®).
1 1 2

D’apres I'exemple précédent, on a

0\ (1/3 -2/3 1/3
o[11/3 1/3 -2/3}{.
4)\1/3 1/3 1/3

. J

10
A=|-1 1 1ffo 1
1 -1 1)\0 o

D

[ J\

P
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables D - Méthode - Calculer les puissances d’'une...

Exemple 15

Pour tout ke N*, on en déduit que

1 1 1\(1 0 0\[1/3
AF=[-1 1 o1 of [1/3
1 -1 1J\o o 4/ \1/3

1 1 1\/1 0 0)/(1/3
-1 1 1]lo 1 ol|1/3
1 -1 1J\o o 4kJ\1/3
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables D - Méthode - Calculer les puissances d’'une...

On considere la matrice

0 3 2
B=|-2 5 2|e#R).
2 -3 0

Diagonaliser la matrice B, puis en déduire une expression de B" pour
tout ne N.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  E - Méthode - Résoudre un systéme différentiel a...

Soit n € N*. On considére une matrice diagonalisable A€ .Z,,(K). La
méthode ci-dessous permet de déterminer les fonctions
vectorielles X : R — ./}, (K) vérifiant le systeme différentiel X' = AX.

1) On diagonalise la matrice A: on détermine une matrice P € GL,(K) et
une matrice diagonale D € .#,,(K) telles que A= PDP~!.

2) Enintroduisant la fonction vectorielle Y = P! X, on se raméne a
résoudre un systéeme différentiel plus simple avec la suite
d’équivalence ci-dessous.

X =AX o X'=PDP'X & P 'X'=DP'X & Y =Dy.

3) On détermine les solutions Y :R — .#},; (K) du systéme
différentiel Y’ = DY en résolvant des équations différentielles linéaires
scalaires d’ordre 1.

4) En utilisant la relation X = PY, on en déduit les solutions du systéme
différentiel X' = AX.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  E - Méthode - Résoudre un systéme différentiel a...

Exemple 16

Résolvons le systeme différentiel sur R défini par

@:@@ ()

En réduisant la matrice A, on trouve

2 0 1 1
_ ! _ _
A= PDP avec D= (0 0) et P= (1 _1).

En posant Y = P~ X, on obtient que Y est solution du systéme différentiel

!
Y=DY o {” = 2w g Y:(”).

vV =0

PSI* - Chapitre 6 - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées 74/88



II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  E - Méthode - Résoudre un systéme différentiel a...

Exemple 16
En résolvant ces deux équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1,

on en déduit que

/le2t
VieR, Y(t):( u) avec (A, ) € R%.

En substituant dans X = PY, on conclut que les solutions du systéme
différentiel (S) sont

X:t»—»)tez"‘(i)+p(_ll) avec (A, ) € R%.
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II - Endomorphismes et matrices diagonalisables  E - Méthode - Résoudre un systéme différentiel a...

Résoudre les systemes différentiels suivants.

5 X = y+z
(z){f/, _ ii_zy (i) 3 ¥y = -x+2y+z
B » Z = x+z
.. X = —-x+3y+e!
(D { Yy = —2x+4y.

Soit n€ N*. On considére une matrice A € .#,(R) que I’on suppose
diagonalisable. Montrer que toutes les solutions X : R — .#}, ; ) du systeme
différentiel X’ = AX sont bornées si et seulement si Sp(4) c R_.

\
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables A - Cas des endomorphismes

Dans cette partie, on considére un élément f € .2 (E) ol E est un espace
vectoriel de dimension finie sur K.

Définition (Endomorphisme trigonalisable)

L'endomorphisme f est trigonalisable s'il existe une base 4 de 'espace
vectoriel E telle que Matz(f) est triangulaire supérieure.

Remarque 14

On peut démontrer que I’on obtient une définition équivalente de
trigonalisable en remplacant la mention « triangulaire » par « triangulaire
supérieure ».
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables A - Cas des endomorphismes

Théoreme (Caractérisation des endomorphismes trigonalisables)

Lendomorphisme f est trigonalisable si et seulement si son polynéme
caractéristique yr est scindé sur K.

Corollaire 4

SiKK = C, tout endomorphisme de E est trigonalisable.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables A - Cas des endomorphismes

On suppose que y est scindé sur K. Si A4,..., 1, € K sont les valeurs
propres de f comptées avec multiplicité, alors

() =A1+-+1, et det()=A1-An

Remarque 15

SiK = C, les formules précédentes sont toujours vérifiées, car tout
polynéme de C[X] est scindé sur C.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables A - Cas des endomorphismes

Exemple 17

On considere 'endomorphisme f: R® — R3 défini par
V(0,2 RS, f(x,1,2) = @X+Yy+2,X+2y+2, X+ y+22).

Le polynome caractéristique de f est yr(A) = (A - 1)2(1 —4). Les valeurs
propres de I'endomorphisme f sont 1 et 4 avec les multiplicités m; (f) = 2
et my(f) = 1. Le polynoéme yr est scindé sur R eton a

tr()=1+1+4=6 et det(f)=1x1x4=4.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables B - Cas des matrices

Dans cette partie, on considére un entier ne€ N* et une matrice M € ./, (K).

Définition (Matrice trigonalisable)

La matrice M est trigonalisable si M elle est semblable a une matrice
triangulaire supérieure.

v,

Remarque 16

Si f € Z(E) est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension
finie sur K et si Z est une base de E, alors il résulte de la définition
précédente et de la formule du changement de base que 'on a
I'équivalence

f esttrigonalisable < Matg(f) est trigonalisable.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables B - Cas des matrices

Théoréme (Caractérisation des matrices trigonalisables)

La matrice M est trigonalisable si et seulement si son polynéme
caractéristique y s est scindé sur K.

Corollaire 5

Toute matrice de .#,(C) est trigonalisable.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables B - Cas des matrices

Théoreme 10

On suppose que yas est scindé sur K. Si 13,...,1, € K sont les valeurs
propres de M comptées avec multiplicité, alors

tr(M) =A1+---+ A, et dettM)=A;---Ap.

Remarque 17

Si on considere les valeurs propres complexes de M, les formules
précédentes sont vérifiées.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables B - Cas des matrices

Soit A€ .#,,(C) avec n € N*. Pour tout k € N*, montrer
que Sp (AF) = {AFe C| 1 e Sp(A)}.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables  C - Méthode - Trigonaliser une matrice

Le programme ne demande pas de savoir trigonaliser de maniére effective
une matrice. Il faut se laisser guider par les énoncés des exercices.

Remarque 18

Lorsque I'on a réussi a trigonaliser une matrice A € .#,(K), il est souvent
possible de calculer ses puissances. En effet, si on peut écrire A= PTP !
avec une matrice triangulaire T € .#/,(IK) et une matrice

inversible P € GL,(K), alors on a la relation

VkeN, A*=prkp1,

Pour conclure, il faut réussir a calculer T* pour en déduire A*.

PSI* - Chapitre 6 - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées 85/88



III - Endomorphismes et matrices trigonalisables  C - Méthode - Trigonaliser une matrice

Exemple 18

On souhaite calculer les puissance de la matrice
1 -1
A= ( 3 ) € M (R).
Son polyndme caractéristique est ya(A) = (A — 2)2 eton a

EZ A = Ker(ZIz —A) =Ker ((_11 _1]')) — Vect((_ll)) .

On en déduit que la matrice A n’est pas diagonalisable.
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables  C - Méthode - Trigonaliser une matrice

Exemple 18

Pour trigonaliser la matrice 4, il suffit de compléter le vecteur propre
ci-dessus en choisissant un second vecteur non colinéaire a ce dernier, puis
de poser

1 0
P= (_1 1) € GLx(R)

e == ()0 GGG )

Pour tout k€ N*, on en déduit que

k
1 0\(2 -1)(1 0
k _ kp—1 _
LES P _(—1 1)(0 2)(1 1)

(1 0)(2k —kzkl)(l 0)_(2’“(2—10 —k2k=1
-1 1J{lo 2k Jl1 1)\ k&1 2Kle+i)
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III - Endomorphismes et matrices trigonalisables  C - Méthode - Trigonaliser une matrice

On considere la matrice

2 1
A=(_1 4)(—://12(IR2).

1) La matrice A est-elle diagonalisable?
2) Trigonaliser la matrice A.

3) En déduire un expression de A” pour tout n € N.
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