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Réduction des
endomorphismes

et des matrices carrées

TD 6

Dans tous les exercices, on désigne par K le corps R ou le corps C.

Partie I Valeurs propres et vecteurs propres

Exercice 1 : Soient E =C∞(R,R) et D l’endomorphisme de E qui à f ∈ E associe
la fonction f ′. Déterminer les éléments propres de D .

Exercice 2 : Soient E =C 0(R,R) et ϕ l’endomorphisme de E défini par

∀ f ∈ E , ∀x ∈R, ϕ( f )(x) =
∫ x

0
f (t )dt .

Déterminer les éléments propres de ϕ.

Exercice 3 : On considère l’application ϕ : Mn(R) →Mn(R) définie par

∀M ∈Mn(R), ϕ(M) = M + tr(M) In .

1. Montrer que ϕ est un endomorphisme.

2. Déterminer ses éléments propres.

Exercice 4 : On note E =CN l’ensemble des suites à valeurs complexes. On consi-
dère l’endomorphisme T : E → E définie pour tout u = (un)n∈N par v = T (u) avec

v0 = u0 et ∀n ∈N∗, vn = un +un−1

2
.

Déterminer les éléments propres de T .

Exercice 5 : Soit (A,B) ∈Mn(R)2 vérifiant AB −B A = A.

1. Calculer Ak B −B Ak pour tout k ∈N.

2. En considérant l’endomorphisme de Mn(R) défini par M 7→ MB −B M , en
déduire que la matrice A est nilpotente.

Exercice 6 : On considère une matrice M ∈Mn(R) avec n ∈N∗.

1. Montrer que χM =χM⊤ .

2. On suppose que M ∈An(R). Étudier la parité du polynôme χM .

Exercice 7 : On considère la matrice définie par

A =
−6 20 12
−4 12 6
2 −5 −1

 ∈M3(R).

1. Déterminer un polynôme annulateur de la matrice A.

2. Montrer que A est inversible et donner son inverse.

3. Déterminer une expression An pour tout n ∈N.

Exercice 8 : Montrer qu’une matrice A ∈Mn(C) est nilpotente si et seulement si
son polynôme caractéristique est X n .

Exercice 9 : Soit A ∈ GLn(K) avec n ∈ N∗. Montrer que A est triangulaire supé-
rieure si et seulement si Ak est triangulaire supérieure pour tout k ∈N avec k ⩾ 2.

Exercice 10 : Soit (A,B) ∈ Mn(C)2 avec n ∈ N∗. Montrer que les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

(i ) Pour tout C ∈Mn(C), il existe un unique X ∈Mn(C) tel que AX −X B =C .

(i i ) Si X ∈Mn(C) vérifie AX = X B , alors X = 0.

(i i i ) La matrice χA(B) est inversible.

(i v) On a Sp(A)∩Sp(B) =∅.

1

http://vonbuhren.free.fr


TD 6 - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées http://vonbuhren.free.fr Lycée Couffignal - PSI* - Mathématiques

Partie II Endomorphismes et matrices diagonalisables

Exercice 11 : Soit m ∈R. On considère la matrice définie par

Bm =
 6 2 0

2 3 0
m2 −7m m −7 m

 ∈M3(R).

1. Déterminer le polynôme caractéristique de la matrice Bm .

2. Pour quelles valeurs de m ∈R est-elle diagonalisable ?

Exercice 12 : Soit n ∈N. On définit l’endomorphisme ϕ :Cn[X ] →Cn[X ] par

∀P ∈Cn[X ], ϕ(P ) = (X 2 −1)P ′′+ (2X +1)P ′.

1. Déterminer les valeurs propres de l’endomorphisme ϕ.

2. L’endomorphisme ϕ est-il diagonalisable ?

Exercice 13 : Soit A ∈Mn(C) avec n ∈N∗. On définitΦA ∈L (Mn(C)) par

∀M ∈Mn(C), ΦA(M) = AM −M A.

1. Soient X ∈Mn,1(C) un vecteur propre de A et Y ∈Mn,1(C) un vecteur propre
de A⊤. Montrer que X Y ⊤ est un vecteur propre deΦA .

2. Montrer que si A est diagonalisable, alors A⊤ est diagonalisable.

3. Montrer que si A est diagonalisable, alors l’endomorphismeΦA est diagona-
lisable. Dans ce cas, préciser les valeurs propres deΦA .

Exercice 14 : On considère la matrice

A =
(−5 3

6 −2

)
∈M2(R).

1. Diagonaliser la matrice A.

2. Déterminer une matrice B ∈M2(R) telle que B 3 = A.

Exercice 15 : Les matrices de M3(C) ci-dessous sont-elles semblables?

A =
1 2 3

3 1 2
2 3 1

 et B =
1 3 2

2 1 3
3 2 1

 .

Exercice 16 : On considère les suites (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N définies par leur
premier terme u0, v0, w0 ∈R et les relations

∀n ∈N,


un+1 = −un + vn +wn

vn+1 = un − vn +wn

wn+1 = un + vn −wn .

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (u0, v0, w0) ∈ R3 pour que
les trois suites (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N convergent.

Exercice 17 : Soit M ∈ Mn(C) une matrice diagonalisable avec n ∈N∗. Détermi-
ner une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de M pour que
la suite (M k )k∈N converge.

Exercice 18 : Soit v un endomorphisme diagonalisable d’unC-espace vectoriel E
de dimension finie. Montrer qu’il existe u ∈L (E) tel que u2 = v .

Exercice 19 : Soit A ∈Mn(K) une matrice de rang 1. Montrer que A est diagona-
lisable si et seulement si tr(A) ̸= 0.

Exercice 20 : Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (u, v) ∈ L (E)2

un couple d’endomorphismes diagonalisables de E qui commutent.

1. Soit λ ∈ Sp(v).

(a) Montrer que le sous-espace vectoriel Eλ(v) est stable par u.

(b) Montrer que la restriction de u à Eλ(v) est diagonalisable.

2. Montrer qu’il existe une base B de l’espace vectoriel E telle que les deux
matrices MatB(u) et MatB(v) soient diagonales.
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Exercice 21 : Pour n ∈N∗, on note Pn le polynôme caractéristique de

An =


0 1 (0)

1
. . .

. . .
. . .

. . . 1
(0) 1 0

 ∈Mn(R).

1. Calculer P1 et P2.

2. Montrer que Pn+2(x) = xPn+1(x)−Pn(x) pour tout n ∈N∗ et x ∈R.

3. Montrer que pour tout a ∈ ]0,π[, on a

Pn(2cos(a)) = sin((n +1)a)

sin(a)
.

4. En déduire les racines du polynôme Pn pour tout n ∈N∗.

5. Montrer que An est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.

Exercice 22 : Soit (a,b) ∈ (R∗)2 tel que a ̸= b. On considère la matrice

M =

 0 (a)
. . .

(b) 0

 ∈Mn(R).

Pour tout λ ∈R, on définit l’application fλ :R→R par

∀x ∈R, fλ(x) = det(λIn −M +xU ) où U = (1)1⩽i , j⩽n .

1. Soit λ ∈R. Montrer que l’application fλ est affine.

2. En déduire une expression de fλ(x) pour tout (λ, x) ∈R2.

3. En déduire le polynôme caractéristique de la matrice M .

4. Montrer que M est diagonalisable dans Mn(C).

5. Montrer que si |a| ̸= |b|, alors les points du plan dont les affixes sont les va-
leurs propres de M appartiennent à un cercle.

6. Déterminer les sous-espaces propres de la matrice M .

Partie III Endomorphismes et matrices trigonalisables

Exercice 23 : On considère les matrices de M3(R) suivantes.

A =
−1 1 1

8 0 −8
−9 1 9

 , T =
0 1 0

0 0 0
0 0 8

 .

1. Déterminer les éléments propres de la matrice A. Est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que les matrices A et T sont semblables.

Exercice 24 : On considère les matrices de M3(R) suivantes.

A =
 0 1 1
−1 1 1
−1 1 2

 , T =
1 1 0

0 1 1
0 0 1

 .

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice A. Est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que les matrices A et T sont semblables.

3. Calculer An pour n ∈N.

Exercice 25 : Soit n ∈N avec n ⩾ 3. On considère la matrice

A =

1 · · · 1
... (0)

...
1 · · · 1

 ∈Mn(C).

1. (a) Déterminer le rang de la matrice A.

(b) En déduire que 0 ∈ Sp(A) et que m0(A)⩾ n −2.

2. Soit (λ,µ) ∈C2 tel que Sp(A) = {0,λ,µ}.

(a) Calculer les nombres tr(A) et tr(A2).

(b) En déduire les valeurs propres de A.

3. La matrice A est-elle diagonalisable ?
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Exercice 26 : Soit A ∈Mn(C) de rang 2. Exprimer le polynôme caractéristique de
la matrice A avec les nombres tr(A) et tr(A2).

Exercice 27 : Soit A ∈Mn(C) avec n ∈N∗. Montrer que

∀x ∈C\ Sp(A), tr
(
(xIn − A)−1

)
= χ′A(x)

χA(x)
.

Exercice 28 : Soient u, v ∈L (E) des endomorphismes d’un espace vectoriel E de
dimension finie sur C vérifiant u ◦ v = v ◦u.

1. Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

2. En déduire que u et v sont simultanément trigonalisables.

Exercice 29 : Soit A ∈ Mn(C) avec n ∈ N∗. Montrer que la suite
(
tr

(
Ak

))
k∈N

converge vers 0 si et seulement si |λ| < 1 pour tout λ ∈ Sp(A).

Partie IV Réduction et polynômes annulateurs

Exercice 30 : Soit n ∈ N∗. Montrer qu’il existe une matrice A ∈ Mn(C) telle
que A2 = In et tr(A) = 0 si et seulement si l’entier n est pair.

Exercice 31 : Soient n ∈N∗ et M ∈Mn(C) vérifiant M 5 = M 2 et tr(M) = n.

1. Montrer que Sp(M) = {1}.

2. En déduire que M = In .

Exercice 32 : Soit A ∈Mn(R) tel que A3 + A2 + A = On . Montrer que A est de rang
pair et que tr(A) est un entier négatif.

Exercice 33 : Soit n ∈ N∗. Montrer que si A ∈ Mn(R) est une matrice vérifiant la
relation A3 = A+ In , alors det(A) > 0.

Exercice 34 : Soit A ∈ GLn(C). Montrer que A est diagonalisable si et seulement si
la matrice A2 est diagonalisable.

Exercice 35 : Soient A ∈Mp (K) et B ∈Mq (K) avec (p, q) ∈ (N∗)2. Montrer que

M =
(

A O
O B

)
est diagonalisable ⇔ A et B sont diagonalisables.

Exercice 36 : Soit A ∈Mn(K) avec n ∈N∗. Montrer que

M =
(

A A
A A

)
est diagonalisable ⇔ A est diagonalisable.

Exercice 37 : Soit A ∈Mn(K) avec n ∈N∗. Montrer que

M =
(

A A
On A

)
est diagonalisable ⇔ A = 0.
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