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Introduction

Lintégration est essentielle dans les différentes disciplines scientifiques.
Elle permet par exemple de définir la transformation de Laplace et la
transformation de Fourier qui sont des notions importantes en physique et
en science de I'ingénieur. L'intégration joue également un role central en
probabilité et en statistique.

Nous aurons deux objectifs principaux dans ce chapitre. Dans un premier
temps, nous étendrons la théorie de I'intégration vue en premiere année a
une classe plus large de fonctions. Dans un second temps, nous
développerons la notion d’intégrale d'une fonction sur un intervalle qui
n’est pas nécessairement un segment. Une nouvelle difficulté apparait :
I'aire sous la courbe de la fonction n’est plus nécessairement finie, ce qui
nous amenera a introduire la notion d’intégrale convergente.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.
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I - Fonctions continues par morceaux

Dans cette partie, on considére un couple (a, b) € R? tel que a < b.
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I - Fonctions continues par morceaux A - Généralités

Définition (Subdivision du segment [a, b])

Une subdivision du segment [a, b] en n+ 1 points avec ne N* est
un (n+ 1)-uplet g = (xp, ..., X,) € R" tel que

A=X)<- <X <Xpy1 <---<X,=h.

»

Remarques 1

a) Se donner une subdivision o = (xp, ..., X;) d'un segment [a, b] en n+ 1
points revient a se donner un découpage de [a, b] avec les n
segments [xy, Xx.1] pour k€ [0,n—1].

b) On dit qu'une subdivision o; de [a, b] est plus fine qu'une
subdivision o de [q, b] si chaque composante de o est aussi une
composante de 0.

c) Une part importante des résultats de cette partie repose sur le lemme
élémentaire suivant : si o; et o sont deux subdivisions de [a, b], alors
il existe une subdivision o de [a, b] plus fine que o et que 0.

v
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I - Fonctions continues par morceaux A - Généralités

Définition (Fonction continue par morceaux sur un segment)

Une fonction f: [a, b] — K est dite continue par morceaux sur [a, b] s'il
existe une subdivision o = (xy, ..., x,) € R" de [a, b] telle que

(i) pour tout k€ [0, n— 1], la fonction f est continue sur | xg, Xg+1[;

(ii) pour tout k€ [0,n— 1], la fonction f admet une limite finie en x;: et
une limite finie en Xy

On dit que o est une subdivision adaptée a f.
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I - Fonctions continues par morceaux A - Généralités

Remarques 2

a) Une fonction continue par morceaux sur un segment a un nombre fini
de points de discontinuité.

b) Sio = (x,...,%,) € R"” est une subdivision adaptée a une fonction
continue par morceaux f sur [a, b], alors pour tout k€ [0,n— 1], la
restriction de f a | xx, xx+1 [ Se prolonge par continuité au
segment [Xg, Xg+1].

¢) On déduit de la remarque précédente et du théoreme des bornes

atteintes qu'une fonction continue par morceaux sur un segment est
bornée.

d) Sio; estune subdivision de [a, b] adaptée a une fonction continue par
morceaux [ : [a, b] — K et que o, est une subdivision de [a, b] plus fine
que 01, alors o est aussi une subdivision adaptée a f.

e) Sif:[a b] — R est continue sur [a, b], alors f est continue par
morceaux sur [a, b] et o = (a, b) est une subdivision adaptée a f.
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I - Fonctions continues par morceaux A - Généralités

Ilustration

Sur le graphique ci-dessous, il est tracé la courbe représentative d'une
fonction f continue par morceaux et une subdivision adaptée a f.

y
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I - Fonctions continues par morceaux A - Généralités

a) Lafonction partie entiére f: t— |f| est continue par morceaux sur
tout segment [a, b] de R.

b) Lafonction f:[0,1] — R définie par f(0) =0 et f(£) = ¢~ pour
tout € ]0, 1] n'est pas continue par morceaux sur [0, 1], car elle n’est
pas bornée.

.
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I - Fonctions continues par morceaux A - Généralités

Définition (Fonction continue par morceaux sur un intervalle)

Une fonction f: I — K ot I est un intervalle de R est dite continue par
morceaux sur [ si elle est continue par morceaux sur tout segment de .

Exemple 2

La fonction partie entiere f: t— || est continue par morceaux sur R.

Si I est un intervalle de R, on note Cﬁgm(l, K) 'ensemble des fonctions
continues par morceaux sur / a valeurs dans K.

Remarque 3

Une fonction f: I — K continue sur un intervalle I est aussi continue par
morceaux sur I. Autrement dit, on a I'inclusion €°(I,K) c ‘Kgm(l ,IK).
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I - Fonctions continues par morceaux A - Généralités
Proposition 1

Soient f: I — K et g: I — K deux fonctions continues par morceaux sur un
intervalle I de R.

(i) Pour tout A € R, les fonction f + Ag et fg sont continues par morceaux
sur I.

(i) Silafonction g ne s’annule pas sur I, alors la fonction ! est continue
par morceaux sur 1.

(iii) La fonction [f| est continue par morceaux sur I.

On en déduit que %Sm(l, [K) est un sous-espace vectoriel de .% (I, K).

La composée de deux fonctions continues par morceaux n’est pas
nécessairement continue par morceaux.
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I - Fonctions continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue par...

Pour définir I'intégrale d'une fonction continue par morceaux, nous allons
nous ramener a intégrer plusieurs fonctions continues de maniére a
pouvoir utiliser la théorie étudiée en premiere année.

Rappelons que si 0 = (xp, ..., x;) € R" est une subdivision adaptée a une
fonction continue par morceaux f sur le segment [a, b], alors pour

tout k€ [0, n— 1], la restriction de f a I'intervalle ]x, xx+1 [ se prolonge par
continuité au segment [xi, Xk+1] en une fonction continue que I'on
notera f .

Lemme 1
Soit f': [a, b] — K une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Le nombre

Xk+1

= Z fox(t)de

ne dépend pas du choix de la subdivision o de [a, b] adaptée a f.
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I - Fonctions continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue par...

Définition (Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur...)

Si f: [a, bl — K est une fonction continue par morceaux sur [a, b], on définit
I'intégrale de f sur [a, b] comme le nombre

Xe+1

/ fode= Z fok(0dr

ol o = (xp, ..., %) € R" est une subdivision de [a, b] adaptée a f.
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I - Fonctions continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue par...

Remarque 5

La définition précédente étend celle vue en premiere pour I'intégrale d'une
fonction continue sur un segment, i.e. si f : [a, b] — K est une fonction
continue, la définition ci-dessus et celle vue en premiere année donne la
méme valeur pour l'intégrale de f sur [a, b].
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s continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue p.

Lintégrale de la fonction continue par morceaux tracée dans l'illustration
précédente est I'aire algébrique de la partie hachurée ci-dessous.

y

Xo=a X1 X2 Xx3=>b
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I - Fonctions continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue par...

2 1 2 1 2
Onaf [tJdt=f |_tJdt+f |_tJdt=f ()dt+f 1dr=1.
0 0 1 0 1
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I - Fonctions continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue par...

Proposition (Relation de Chasles)

Si f: [a, b] — K est une fonction continue par morceaux sur [a, b], alors pour
tout élément ce [a, b], on a

b c b
ff(t)dt:ff(t)dt+f f(odt.

v,

a b
On utilisera encore la convention f fOde=- f f(2) dt dans ce cadre plus
b a

général.

4
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I - Fonctions continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue par...

Proposition (Linéarité de I'intégrale)

Si (A, ) e K2 et f,g: [a, b] — K sont deux fonctions continues par morceaux
sur [a, b], on a

b b b
f()tf+ug)(t)dt:1f f(t)dt+yf g .
a a a

\.

Proposition (Croissance et positivité de I'intégrale)

Soient f, g: [a, b] — R deux fonctions continues par morceaux sur [a, b].

b
(i) Positivité de I'intégrale : si f est positive sur [a, b], alors f fde=0.
a

b b
(ii) Croissance de I'intégrale : si f < g sur [a, b], alors f fOde< f g dr.
a a

4
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I - Fonctions continues par morceaux B - Intégration d’'une fonction continue par...

On peut démontrer qu’étant donné une fonction f: [a, b] — R positive et

b
continue par morceaux sur [a, b], I'intégrale f f(t)dt est nulle si et

seulement sil’ensemble {x € [a, b] | f(x) # 0} egt fini. Par exemple, la
fonction f: [0,1] — R définie par

0 si 0sx<1
x=1

f:x-—»{ 1 si

)

est positive et continue par morceaux sur [0, 1], mais elle n’est pas nulle et

1
onaf f(®=0.
0
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Nous allons distinguer trois cas pour définir I'intégrale d'une fonction
continue par morceaux f : [ — K sur un intervalle non vide I de R qui n’est
pas un segment (ce cas étant déja traité dans la premiere partie de ce
chapitre) :

(i) I=la,bl, (i) I=1a, bl, (iii) I =1a, bl.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Définition (Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur [a, b[)

Soit f: [a, bl — K une fonction continue par morceaux sur [a, b[ avec a€ R

b
et be ]a, +oo]. On dit que I'intégrale f f(#) dt est convergente si la
a

B
fonction 8 — f f(t) dt admet une limite finie lorsque f — b~ . Dans ce cas,
on note ¢

b B
ff(t)dt= limf f(ode.
a p—b"Ja

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.

Remarque 6

On dit aussi que I'intégrale est convergente (respectivement divergente)
en b.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Exemples 4

1
a) Soit f:[0,4[ — R définie par f: t— ———. La fonction f est continue
f par st —— f

par morceaux sur [0, 4[.

Pour tout S € [0,4[, on a

B d B
|, A==l
— 4,

p—a-

&

e dlocccccc oo oo

4
On en déduit que I'intégrale f f(?) dt est convergente
0

et que sa valeur est 4.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur...

A - Convergence d’'une intégrale

Exemples 4

t
b) Soit f: [0, +oo[ — R définie par f: t — o

par morceaux sur [0, +ool.

Pour tout f € [0, +oo[, on a

B B
f zti:[lln(tz+l)
o *+1 2

0

+00,
p—+o0

+00
donc l'intégrale f fde
0
est divergente.

B tdt
2+1

7770777777
AAAAAAAAAAAAAAA
1727777777

R
0000000000200202022222220220207

7
0 B
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Etudier la convergence des intégrales suivantes, puis calculer leur valeur en
cas de convergence.

+00 dr /2
0 fo t+1(t+2)’ (i) f tan(nds, (i) f t2+t+1
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Définition (Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur |a, b])

Soit f: ]a, b] — K une fonction continue par morceaux sur |a, b] avec be R

b
et a€ [—oo, b[. On dit que l'intégrale j f(¥) dt est dite convergente si la
a

b

fonction a — f f() dr admet une limite finie lorsque @ — a*. Dans ce cas,
a
on note

b b
f f®dt= lim f f(®de.
a a—atJg

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.

Remarque 7

On dit aussi que I'intégrale est convergente (respectivement divergente)
en a.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

1
Soit f:10,3] — R définie par f: t— = La fonction f est continue par

morceaux sur |0, 3].

y
cgf Pour tout @ €]0,3], on a
3
3 dr
2 d f ) ———
¢ t a t a0
14 ¢ 3
¢ donc l'intégrale f f(®dt est
2 D 0
| ¢ A, x  divergente.
0 a 3
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Etudier la convergence des intégrales suivantes, puis calculer leur valeur en
cas de convergence.

1 w2 0
0 f In(p dt, (i) f cos®) 4, (D) f e dr.
0 0 —00

sin(#)
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Définition (Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur |a, b[)

Soit f: ]a, bl — K une fonction continue par morceaux sur |a, b|
b

avec —oo < a< b< +oo. On dit que I'intégrale f f(?) dt est convergente s’il

a
existe un réel c € a, b[ tel que les deux intégrales

c b
f fodr et f fodr
a c

sont convergentes. Dans ce cas, on note

b c b
j f(t)yde= f f(ode+ f f(nd.
a a c

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

b
a) La convergence ou la divergence de 'intégrale / f(t)dt ne dépend
a

pas du choix du point c€ ]a, bl.
b
b) Sil'intégrale f f(?) dt est convergente, sa valeur ne dépend pas du

choix du pointa cela,bl.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur...

A - Convergence d’'une intégrale

Exemple 6
Soit f: R — R définie par f: t —
morceaux sur R.

. La fonction f est continue par
£2+1 f P

y Pourtouta <0< 8, 0on a
0
f B dr T
2+1 f = [Arctan(®]f —— =
* o 2+1 [ @ fotoo 2
% = |Arctan(f)|, —— —
BRI o o 241 [ ( )]a a——00 2

a 0 i
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Exemple 6

+00 0
On en déduit que les intégrales f f(Odtet f f(®) dt sont convergentes,
0 —0o

+00
donc l'intégrale f f(2) dt est convergente par définition et sa valeur est
—00

+o0 0 +00
f f(t)dtzf f(t)dt+f fpde=

NI:!
N|§|
1l
S
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

Etudier la convergence des intégrales suivantes, puis calculer leur valeur en
cas de convergence.

+00e—\/i 1 dt
Saa [T e [
(l)f (iD) ; 7 (iii) i
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... A - Convergence d’'une intégrale

b
Il ne faut pas confondre I’objet intégrale f f(®)dt qui pourra étre
a

b
convergente ou divergente et le nombre / f () dt qui n’existe que si

a
I'intégrale converge. Il n'y a malheureusement pas de notation différente

+00o
contrairement au cas des séries numériques avec Y up et Y uy: cestle
n=0 n=0

contexte qui décidera.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... B - Intégrales de référence

Proposition 2

+00

Soit A € R. L'intégrale [ e Mdrest convergente si et seulement si A > 0.
0

Proposition 3

1
Lintégrale f In(#) dt est convergente.
0
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... B - Intégrales de référence

Définition (Intégrale de Riemann)

1

t
On appelle intégrale de Riemann toute intégrale de la forme f @ oudela
0

+00 t
forme f — pour a € R.
1 1

Proposition (Convergence d’'une intégrale de Riemann)
Soit a € R.

+00
(i) Lintégrale f = est convergente si et seulement si a > 1.
1

ld
(ii) Lintégrale f @ est convergente si et seulement si @ < 1.
0
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... C - Propriétés générales des intégrales

On fixe un intervalle Ja, b de R avec —co < a< b < +o0o.

Proposition (Relation de Chasles)

Soit f: ]a, bl — K une fonction continue par morceaux sur ]a, b| et c € ]a, b|.
b

Lintégrale f f(2) dt est convergente si et seulement si les
a

c b
intégrales f fHdtet f f() dt sont convergentes.
a c

Dans ce cas, on a la relation

b c b
/f(t)dt:ff(t)dt+f f(odt.

b
Sil'intégrale [ f(2) dt est convergente avec a < b, on notera
a

\

a b
encore[ fode= —f fde.
b a

v
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... C - Propriétés générales des intégrales

Proposition (Linéarité de I'intégrale)

Soient (A, i) € K? et f, g : 1a, bl — K deux fonctions continues par morceaux

b b
sur ]a, bl. Si les intégrales f f()dret f g(t) dt sont convergentes, alors
a a

b
I'intégrale f (Af(#) + ug(») dr est convergente et on a la relation

a

b b b
f(/lf(t)+pg(t))dt=?[f f(t)dt+yf g(nde.
a a a

\

Remarque 9

b b
On en déduit que si f f(2) dt est une intégrale convergente et si f g(ndt
a a

b
est une intégrale divergente, alors I'intégrale / (f(r) + g(n)) drest
a

divergente.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... C - Propriétés générales des intégrales

Proposition (Croissance et positivité de I'intégrale)

Soient f, g:]a, bl — R deux fonctions continues par morceaux sur ]a, b[.

b
(i) Positivité de I'intégrale : si f est positive sur ]a, b[ et si f f(®)dtest
a

b
convergente, alors f f(rde=0.
a

b
(ii) Croissance de l'intégrale : si f < g sur ], b| et si les intégrales f fde
a

b
et f g(t) dt sont convergentes, alors on a I'inégalité
a

b b
f fdr< f g(ndt.
a a
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Changement de variable

On fixe un intervalle ]a, b de R avec —oco < a< b < +oo.

Théoréme du changement de variable

Soit ¢ : ¢, d[ — ]a, b| une bijection croissante de classe ¢! sur |c, d[.
Si f:1a, b[ — K une fonction continue sur ]a, b[, alors les intégrales

d b
f flp)g'(ndr et f flx)dx
c a

sont de méme nature. De plus, si les intégrales convergent, alors on a la
relation

d b
f flo®)e' (@) dt:f f(x)dx.
c a
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Changement de variable

Remarques 10

a) Si¢:lcdl— la, bl est une bijection décroissante de classe ¢!, on ale
résultat analogue avec les intégrales

d a
f flo@)¢'(ndr et fb f(x) dx.

b) Il faut s’assurer que les intégrales sont convergentes dans le théoreme
ci-dessus pour écrire une égalité.

c) En pratique, le changement de variable s’effectue comme pour une
intégrale sur un segment.

d) La continuité de la fonction f sur ]a, b[ assure que la fonction fo ¢ est
continue sur |, d[.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Changement de variable

b
On considere l'intégrale I = f —dx
0 V1-x?

La fonction ¢ : t — sin() est une bijection croissante de classe &t
de ]0,7/2[ sur ]0, 1[. En effectuant le changement de variable x = sin(¢) dans
I'intégrale I, on obtient I'intégrale

n/ sinz(t) n/2
]=f os(t)dt—f sin®(#) dt.
0 Vv 1—sin 2(0

Comme la fonction ¢ — sin?(#) est continue sur [0, /2], 'intégrale J est
convergente. On en déduit par le théoreme du changement de variable que
I'intégrale I est convergente et que

/2 /2 1—cos(2¢ t 1 /2
1:]:[ sinz(t)dtzf ¥dt: [———sin(zt) ==
0 0 2 2 4 0
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... D - Changement de variable

En utilisant le changement de variable u = e’ + 1, montrer que l'intégrale
ci-dessous est convergente, puis calculer sa valeur.

f+oo dt
I= e S
o (E+DEet+1

Montrer que I'intégrale ci-dessous est convergente en utilisant le
changement de variable u=m —t.

(o [ 00,
0o (m—1?
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... E - Intégration par parties

Théoreme d’intégration par parties

Soient f, g:]a, bl — K deux fonctions de classe ¢! sur ]a, bl. Si les deux
limites

lim f(H)g(®) et lim f(£)g(?)

t—at t—b-

b b
existent et sont finies, alors les intégrales f f(ng (r)dret f f(0g(r)dt sont
a a

de méme nature. De plus, si les intégrales convergent, alors on a la relation

b b
/ fng(nde= [f(t)g(t)]Z—f (g dt.

ot [f(ng], = (}i‘{}- f(t)g(t)) = (}i%i f(t)g(t)).

PSI* - Chapitre 5 - Intégration sur un intervalle 42/66



II - Intégrale d’'une fonction continue sur... E - Intégration par parties

Remarques 11

a) Sif et gsontde classe ¢! sur [a, b], il suffit de vérifier que la limite
de fgen b~ existe et est finie.

b) Sif et gsontde classe ¢! sur ]a, b], il suffit de vérifier que la limite
de fgen a* existe et est finie.
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... E - Intégration par parties

Exemple 8

1
On considere I'intégrale I = f 2¢In(#) dt. Les fonctions f: £ — In(?)
0

etg:t— 2 sont de classe ¢! sur 'intervalle ]0,1] et on a par croissance
comparée que

lirgl f(g(r) =0.

—0+t

On en déduit que les intégrales

1 1 1 1
I:f f(t)g,/(t)dtzf 2tIn(n)dr et ]:f f'(t)g(t)dt:f tde
0 0 0 0

sont de méme nature. Comme l'intégrale J est convergente, on en déduit
que I converge et que

flzrln(t)dt— [zzln(r)]l—fltdt—(o_o)_l__1
0 - o Jo - 2 2
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II - Intégrale d’'une fonction continue sur... E - Intégration par parties

En utilisant une intégration par parties, montrer que l'intégrale I ci-dessous
est convergente et calculer sa valeur.

L n(®
I= —dt.
|
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III - Intégrales de fonctions positives A - Généralités

Lemme fondamental

Soit f': [a, bl — R une fonction continue par morceaux et positive sur [a, b|.

B
(i) Lafonction f— / f(2) dt est croissante sur [a, b|.
a

b
(ii) Lintégrale f f(¥) dt est convergente si et seulement si la
a

B
fonction f — f f(¢) dt est majorée sur [a, b|.
a

Remarque 12

Le lemme ci-dessus s’adapte naturellement a des intégrales de fonctions
continues par morceaux et positives sur 'intervalle ]a, b].
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III - Intégrales de fonctions positives A - Généralités

+oo |sin(¢
Montrer que 'intégrale f % dr est divergente.

3
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III - Intégrales de fonctions positives B - Regles de comparaisons

Sif:[a bl— Retg:[a, bl — Rsont deux fonctions, on rappelle que I'on dit
que la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de b™, ce que
I'on note f(1) = O(g(1), si

JdKeR, Vxdansunvoisinagede b™, |f(x)|< K|g(x)|.

Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de b~, la définition ci-dessus
est équivalente a dire que le quotient f/g est une fonction bornée au
voisinage de b™.
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III - Intégrales de fonctions positives B - Regles de comparaisons

Théoréme de comparaison

Soient f, g: [a, b] — R deux fonctions continues par morceaux et positives
sur 'intervalle [a, b].

b
(i) Si0<f(¢) < g(t) pourtout t€ [a, b, alors la convergence de f g(ndt
a
b
implique celle de f f(®de.
a
b
(i) Sif(r) = O(g(1)), alors la convergence de / g(t) dt implique celle
a
b
de / f(ndr.
a
b
(iii) Sif(2) ~ g(1), alors la convergence de f g(t)dt équivaut a celle
a

b
de f fde.
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III - Intégrales de fonctions positives B - Regles de comparaisons

Remarques 13

b b
a) Sous I'’hypothese du (i), on a en plus I'inégalité f fodes f g(ndr.
a a
b) Sous I'’hypotheése du (i) ou du (ii), on a par contraposition que la
b b
divergence de l'intégrale f f(2)dt implique celle de f g de.
a a

c) Lassertion (i) reste valable si I'inégalité 0 < f(¢) < g(#) n’est que vérifiée
au voisinage de b™.

d) Lassertion (ii) reste valable si on remplace f () = O(g(0)
par f(1) = o(g(®).

e) Le théoreme ci-dessus s’adapte naturellement a des intégrales de
fonctions continues par morceaux et positives sur 'intervalle ]a, b].
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III - Intégrales de fonctions positives B - Regles de comparaisons

Exemples 9

o v *0 sin® (1)
a) On souhaite étudier la convergence de 'intégrale I = 7 dr.
1

La fonction ¢t —

sin(f) : »
— est continue par morceaux et posmve

sur [1, 4+oco[. De plus, on al'inégalité

s 2
Vie[l+oo O0< @ _1
2 12

+00
et comme f ) est une intégrale de Riemann convergente, on
1

conclut que I converge par comparaison.
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III - Intégrales de fonctions positives B - Regles de comparaisons

Exemples 9

R S 70 In()
b) On souhaite étudier la convergence de I'intégrale - dr.
1
: In(7) : i
La fonction — —— est continue par morceaux et positive
sur [1, +ool. Par croissance comparée, on a

lim tz(lnﬂ):o o lnﬂ = o(l).

f—+00 3 B 400 |2

+00
Or f ) est une intégrale de Riemann convergente, donc 1
1

converge par comparaison.
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III - Intégrales de fonctions positives B - Regles de comparaisons

Exemples 9

1 sin(#) dr

¢) On souhaite étudier la convergence de l'intégrale I = f

0
sin(t
La fonction ¢ — @

est continue par morceaux sur ]0, 1]. De plus, on

al’équivalent
sin(f) ¢

- ~

r ottof

1

et comme f 1dt est une intégrale convergente, on conclut que /
0
converge par comparaison.
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III - Intégrales de fonctions positives B - Regles de comparaisons

Exercice 8

Etudier la convergence des intégrales ci-dessous.

+oo (—1)(t—5) ) too » +00 cos2(f)
()f @+ ———dt, (zz)fo o T (zzﬂfl 2 ds,

+00 +00 1
(iv) f 2+cos® W) f 2etdr, (i) f In(® 4
0 Vi 0
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

On consideére un intervalle non vide I de R et 1’'on note a = inf(I)
et b=sup(l). En particulier, 'intervalle I est nécessairement de la
forme [a, b), [a, bl,]1a, b] ou ]a, b.

Définition (Intégrale absolument convergente)

Soit f: I — K une fonction continue par morceaux sur I.

On dit que f f(2) dt est absolument convergente si l'intégrale f If(®)|dt
est convergente.
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

Définition (Fonction intégrable)

Une fonction f: I — K est dite intégrable sur I'intervalle I si f est continue

b
par morceaux sur [ et si 'intégrale f f(?) dt est absolument convergente.
a
v,

Remarques 14

a) Sif:[a, bl — K estintégrable sur [a, b, on dit que f est intégrable en b.

b) Sif:]a, bl — K estintégrable sur ]a, b], on dit que f est intégrable en a. )
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

Exemples 10

a) Soit A € R. La fonction ¢— e est intégrable en +oo si et seulement
sid>0.

b) La fonction ¢— In(#) est intégrable en 0*.

. . 1 . .
¢) Soit a € R. La fonction ¢t — @ est intégrable en +oo si et seulement
sia>1.

1
d) Soit a € R. La fonction ¢ — pr est intégrable en 07 si et seulement
sia<l1.
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

Théoreme 1

Si une intégrale converge absolument, alors elle converge.
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

20 gin(f)
dr.
t2

On souhaite étudier la convergence de l'intégrale I = f
1

. sin(7) .
La fonction ¢ — 2 est continue par morceaux sur [1, +oo[. De plus, on a
I'inégalité
_ sin(?) _ 1
Vte[l,+o00], 0s< 2|52
+00
et comme — est une intégrale de Riemann convergente, on obtient

2
1 I
que I'intégrale I est absolument convergente par comparaison. On conclut
par le théoreme précédent que I'intégrale I est convergente.

La réciproque du théoreme est fausse. On peut par exemple vérifier que

e +o0 sin(1) . ,
I'intégrale — dr est convergente, mais qu’elle ne converge pas
0
absolument.
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

Si f: I — K est une fonction intégrable sur /, alors on note

flf:flf(t)dt:/abf(t)dt.

Proposition (Inégalité triangulaire)

Si f: I — K est une fonction intégrable, alors on a I'inégalité

Uf(t) dr
1

sfl|f(t)|dt.
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

On note L' (I, KK) 'ensemble des fonctions intégrables sur I & valeurs dans K.

Proposition 4

Lensemble L' (I,KK) est un sous-espace vectoriel de .7 (I, K).
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

Proposition 5

Si f: I — K est continue, positive, intégrable sur I et vérifie f fHde=0,
I
alors f est nulle.

Cette proposition devient fausse si on remplace ’hypothese « continue »
par « continue par morceaux ».

Remarque 15

On déduit de la proposition précédente que ’application N: f+— f |f(2)|dt
I

est une norme sur l'espace vectoriel L' (I, K) N ¢° (I, K).
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IV - Intégrales absolument convergentes et...

Etudier la convergence des intégrales ci-dessous.

(z)/ sm( )dt (u)f cos( )dt (lli)f sin(7)sin (e™") dz.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

b
On souhaite étudier le convergence d'une intégrale f f(t)dt ou f est une
a

fonction définie sur un des intervalles
(@ I=Ia bl, (i) I=1a,bl, (iii) I =1a, b, (iv) I=]a, bl.

1) On détermine si f est continue par morceaux
sur [a, b, [a, b|, 1a, b] ou ]a, b|.
2) On distingue trois cas.
a) Sif est continue par morceaux sur [a, b] 'intégrale est
convergente.
b) Si f n’est que continue par morceaux sur ]a, b[, on sépare
I'intégrale en deux pour se ramener au cas ou seul une des deux
extrémités de I'intervalle d’intégration est ouverte.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

3) Ons’est donc ramené a étudier la convergence de I'intégrale d’'une
fonction continue par morceaux f sur l'intervalle [a, b[ ou
I'intervalle ]a, b]. Le graphe ci-dessous résume la démarche a suivre
pour étudier cette intégrale.

- . )
Connait-on une Regles de Changement
primitive de f? comparaison de variable

Non | équivalent l ron
\ 4 |
Oui Intégration

' est positive? '— Non .
e M } Non par parties

inégalité

i

Non

"Non
Etude de la —

domination
convergence absolue

—_—
Si la fonction f n’est pas positive et que I’'on a démontré qu’elle ne
converge pas absolument, on sort du cadre du programme dans le cas
général.
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V - Méthode - Etudier la convergence...

4) Dans le cas ou1 on avait séparé I'intégrale de départ en deux, on conclut
(Par définition, I'intégrale converge si chacune des deux intégrales
obtenues apres la séparation convergent).
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