CHAPITRE 5

Intégration sur unintervalle
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Chapitre 5 - Intégration sur un intervalle

Introduction

Lorigine de I'intégration remonte a I’antiquité dans les problémes d’ordre géométrique de calculs d’aires (quadra-
ture), de volumes et de longueurs (rectification) qu’étudiaient les Grecs. Eudoxe invente la méthode d’exhaustion
au IVe siecle avant notre ére qui consiste a établir des encadrements successifs de 1'aire d'une surface par deux
quantités dont la différence s’épuise. Par ce procédé, Archiméde a notamment déterminé un encadrement de 7
donnant ses deux premiéres décimales et il a calculé I'aire de la surface comprise entre une parabole et une de ses
cordes.

Au cours du Xe siecle, les Arabes déterminent I'aire d’une surface délimitée par la courbe de la fonction x — x*
en se basant sur les travaux d’Archimede. Ce n’est que dans la premiere moitié du XVII¢ siecle que Fermat calcule
'aire d’'une surface comprise entre I'axe des abscisses, une paralléle a '’axe des ordonnées et la courbe de la fonc-
tion x — x" o1 n € N. Alaméme époque, le mathématicien italien Cavalieri invente un nouveau procédé de calcul
d’aire : la méthode des indivisibles. L'intégration était une affaire de géometre jusque la.

Dans la seconde moitié du XVII¢ siecle, Newton et Leibniz fondérent le calcul infinitésimal qui se compose de deux
branches : le calcul différentiel et le calcul intégral. Ils développent la notion de différentielle et ils établissent le
lien entre dérivation et intégration. La notation | est utilisée pour la premiere fois par Leibniz : un grand S pour la
premiere lettre de summa, somme en latin.

Il subsiste néanmoins des failles dans la théorie de Leibniz qui manque de rigueur, principalement a cause de
la mauvaise compréhension des notions de nombre et de fonction a cette époque. La théorie ne précise pas par
exemple quelles sont les fonctions que I'on peut intégrer avec la construction de Leibniz. Cauchy est le premier
a donner une définition rigoureuse de l'intégrale d’'une fonction continue dans son Résumé des lecons données
a I'Ecole Royale Polytechnique sur le calcul infinitésimal publié en 1823. Sa construction s’appuie sur ce que 'on
appelle actuellement une somme de Riemann et c’est celle qui est enseignée en classe préparatoire de nos jours.
En 1854, Riemann présente un travail intitulé Sur la possibilité de représenter une fonction par une série trigono-
métrique pour sa theése d’habilitation a I'Université de Gottingen dans lequel il étend la théorie d’'intégration de
Cauchy a une plus grande classe de fonctions. Lintégrale de Riemann est la premiere théorie d’intégration satis-
faisante.

Elle présente néanmoins un inconvénient : une suite de fonctions intégrables au sens de Riemann peut converger
simplement vers une fonction qui n’est pas intégrable au sens de Riemann. C’est pour pallier cette difficulté que
Lebesgue présente en 1902 dans sa these intitulée Intégrale, longueur, aire une nouvelle théorie de I'intégration
qui porte aujourd’hui son nom. Par la suite, d’autres intégrales sont construites. L'intégration est encore un sujet
pour la recherche contemporaine.

Lintégration est essentielle dans les différentes disciplines scientifiques. Elle permet par exemple de définir la
transformation de Laplace et la transformation de Fourier qui sont des notions importantes en physique et en
science de I'ingénieur. L'intégration joue également un réle central en probabilité et en statistique.

Nous aurons deux objectifs principaux dans ce chapitre. Dans un premier temps, nous étendrons la théorie de
I'intégration vue en premiére année a une classe plus large de fonctions. Dans un second temps, nous développe-
rons la notion d’intégrale d'une fonction sur un intervalle qui n’est pas nécessairement un segment. Une nouvelle
difficulté apparait : I'aire sous la courbe de la fonction n’est plus nécessairement finie, ce qui nous aménera a
introduire la notion d’intégrale convergente.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.
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11l Fonctions continues par morceaux

Dans cette partie, on considére un couple (a, b) € R? tel que a< b.
I.A - Généralités

Définition (Subdivision du segment [a, b]) : Une subdivision du segment [a, b] en n + 1 points avec n € N* est
un (n+ 1)-uplet g = (xy,..., X,) € R" tel que

A=X9< < Xp<Xpq1<--<Xp=Db.

Remarques 1:
a) Se donner une subdivision o = (xy, ..., x;) d'un segment [a, b] en n + 1 points revient a se donner un décou-
page de [a, b] avec les n segments [x, Xx+1] pour k € [0, n—1].
b) On dit qu'une subdivision o; de [a, b] est plus fine qu'une subdivision o, de [a, b] si chaque composante
de o est aussi une composante de ;.

¢) Une part importante des résultats de cette partie repose sur le lemme élémentaire suivant : si o] et oy sont
deux subdivisions de [a, b], alors il existe une subdivision o de [a, b] plus fine que o, et que 0.

Définition (Fonction continue par morceaux sur un segment) : Une fonction f : [a, b] — K est dite continue

par morceaux sur [a, b] §'il existe une subdivision o = (xy, ..., x,) € R" de [a, b] telle que
() pour tout k € [0,n—1], la fonction f est continue sur |xg, Xk+1(;

(ii) pour tout k € [0,n— 1], la fonction f admet une limite finie en x,: etune limite finie en x,__ ,.

On dit que o est une subdivision adaptée a f.

Remarques 2:
a) Une fonction continue par morceaux sur un segment a un nombre fini de points de discontinuité.

b) Sio = (xo,...,Xxn) € R" est une subdivision adaptée a une fonction continue par morceaux f sur [a, b], alors
pour tout k € [0, n — 1], la restriction de f a ]xg, xi+1[ se prolonge par continuité au segment [x, Xg+1]-

¢) On déduit de la remarque précédente et du théoréme des bornes atteintes qu'une fonction continue par
morceaux sur un segment est bornée.

d) Si o, est une subdivision de [a, b] adaptée a une fonction continue par morceaux f : [a, b] — K et que o est
une subdivision de [a, b] plus fine que 0, alors o0 est aussi une subdivision adaptée a f.

e) Si f:[a,b] — R est continue sur [a, b], alors f est continue par morceaux sur [a, b] et 0 = (a, b) est une
subdivision adaptée a f.

Illustration : Sur le graphique ci-dessous, il est tracé la courbe représentative d'une fonction f continue par mor-
ceaux et une subdivision adaptée a f.

y
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n Chapitre 5 - Intégration sur un intervalle

Exemples 1:
a) Lafonction partie entiere f : t — | ] est continue par morceaux sur tout segment [a, b] de R.

b) Lafonction f:[0,1] — R définie par f(0) =0 et f(#) = t~! pour tout ¢ € ]0, 1] n’est pas continue par morceaux
sur [0, 1], car elle n’est pas bornée.

Définition (Fonction continue par morceaux sur un intervalle) : Une fonction f: I — K ou [ est un intervalle
de R est dite continue par morceaux sur I si elle est continue par morceaux sur tout segment de 1.

Exemple 2 : La fonction partie entiére f : t — |¢] est continue par morceaux sur R.

Notation : Si I est un intervalle de R, on note %gm(l ,IK) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I a
valeurs dans K.

Remarque 3 : Une fonction f: I — K continue sur un intervalle I est aussi continue par morceaux sur I. Autre-
ment dit, on a 'inclusion €°(I,K) Cfgm(l ,K).

Proposition 1: Soient f: I — K et g: I — K deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I de R.

(i) Pourtout A € R, les fonction f + Ag et fg sont continues par morceaux sur /.

(ii) Silafonction g ne s’annule pas sur I, alors la fonction = est continue par morceaux sur I.

(iii) Lafonction |f]| est continue par morceaux sur I.

Remarque 4 : On en déduit que %é)m(l ,IK) est un sous-espace vectoriel de .% (I, K).

ATTENTION : La composée de deux fonctions continues par morceaux n’est pas nécessairement continue par
morceaux.

I.B - Intégration d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Pour définir I'intégrale d'une fonction continue par morceaux, nous allons nous ramener a intégrer plusieurs fonc-
tions continues de maniére a pouvoir utiliser la théorie étudiée en premiere année.

Rappelons que si 0 = (xo, ..., X;) € R" est une subdivision adaptée a une fonction continue par morceaux f sur le
segment [a, b], alors pour tout k € [0, n — 1], la restriction de f a l'intervalle ]xg, X+ [ se prolonge par continuité
au segment [xk, X+1] en une fonction continue que I'on notera f; .

Lemme 1: Soit f : [a, b] — K une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Le nombre

n-1 prXxp
Io(f)=) fo k(D) dr
k=0"Y Xk

ne dépend pas du choix de la subdivision o de [a, b] adaptée a f.

Définition (Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur un segment) : Si f: [a, b] — K estune fonction
continue par morceaux sur [a, b], on définit 'intégrale de f sur [a, b] comme le nombre

b n—1 rxg.
f fodr=Y fo k() de
a k=0 %k

oll o = (xo,...,X,) € R" est une subdivision de [a, b] adaptée a f.
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Remarque 5 : La définition précédente étend celle vue en premiére pour I'intégrale d'une fonction continue sur
un segment, i.e. si f : [a, b] — K est une fonction continue, la définition ci-dessus et celle vue en premiere année
donne la méme valeur pour l'intégrale de f sur [a, b].

Illustration : L'intégrale de la fonction continue par morceaux tracée dans l'illustration précédente est I'aire algé-
brique de la partie hachurée ci-dessous.

y

X2 Xg,:l’)

2 1 2 1 2
Exemple 3 : Onaf Lz] dt=f L£] dt+f Lz] dt:f 0dt+f 1dt=1.
0 0 1 0 1

Proposition (Relation de Chasles) : Si f : [a, b] — K est une fonction continue par morceaux sur [a, b], alors
pour tout élément c € [a, b], on a

b c b
[f(t)dt:f f(t)dt+f f(o)dr.

a b
Notation : On utilisera encore la convention f fHde=- f f()dt dans ce cadre plus général.
b a

Proposition (Linéarité de I'intégrale) : Si (A, u) € K2 et f,8:la, bl — K sont deux fonctions continues par mor-
ceaux sur [a, b], on a

b b b
f (/lf+,ug)(t)dt:)Lf f(t)dt+yf g(p)dt.
a a a

Proposition (Croissance et positivité de I'intégrale) : Soient f, g: [a, b] — R deux fonctions continues par mor-
ceaux sur [a, b].

b
(i) Positivité de I'intégrale : si f est positive sur [a, b], alors f fde >o0.
a

b b
(i) Croissance del'intégrale :si f < g sur [a, b], alors [ fde < f g(nde.
a a

ATTENTION : On peut démontrer qu’étant donné une fonction f : [a, b] — R positive et continue par morceaux
b

sur [a, b], I'intégrale f f(t)dt est nulle si et seulement si 'ensemble {x € [a, b] | f(x) # 0} est fini. Par exemple, la
fonction f:[0,1] - R gléﬁnie par
Fix 0 si 0<x<1
) 1 si x=1,

1
est positive et continue par morceaux sur [0, 1], mais elle n’est pas nulle et on a [ f@)=0.
0
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1M Il Intégrale d'une fonction continue sur un intervalle

II.A - Convergence d’'une intégrale

Nous allons distinguer trois cas pour définir I'intégrale d'une fonction continue par morceaux f : I — K sur un
intervalle non vide I de R qui n’est pas un segment (ce cas étant déja traité dans la premiere partie de ce chapitre) :

@ I=la,b (i) I =1a, b], (iii) I =]a, bl.

Définition (Intégrale d'une fonction continue par morceaux sur [a, b[) : Soit f : [a, b[ — K une fonction conti-

b
nue par morceaux sur [a,b[ avec a € R et b € ]a, +oo]. On dit que l'intégrale f f(t)dt est convergente si la
a

B
fonction f— f f(#)dt admet une limite finie lorsque § — b™. Dans ce cas, on note
a

b B
f f(oHde= limf f(ndr.
a p—b=Ja

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.

Remarque 6 : On dit aussi que I'intégrale est convergente (respectivement divergente) en b.

Exemples 4 :

y
1
a) Soit f:[0,4[ — R définie par f:t—

: Cr
vd—t

La fonction f est continue par morceaux sur [0, 4[. Pour
tout B € [0,4[,on a

B dr B
=|-2va—¢| ——a.
= s

4
On en déduit que 'intégrale / f(¥)dt est convergente
0

et que sa valeur est 4.

Dol e e e e e e e e e ———-——-

oo = faNaNaNA A AN A

t
b) Soit f: [0, +oo[ — R définie par f: ¢t — J
Pour tout B € [0,+0c0[, on a

2+1
La fonction f est continue par morceaux sur [0, +ool.
P tde
Bordt |1 p 1+ 2+1
f m:[éln(tZ‘FI) ﬁ +00, 0
0 0 P—+oo
Cr

7 22
s s N7 7777777777777777
1 000707272727272277777787777777777777777777
LTI 777770
]

+00
donc I'intégrale f f () dt est divergente.
0

Exercice 1: Etudier la convergence des intégrales suivantes, puis calculer leur valeur en cas de convergence.

. +00 dr . mi2 oo dt
(z)[0 ST (tz)fo tan(r) dr, (”’)fo 2+t+1
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Définition (Intégrale d'une fonction continue par morceaux sur ] a, b]) : Soit f : ]a, b] — K une fonction conti-

nue par morceaux sur ]a, b] avec b € R et a € [-oo, b[. On dit que l'intégrale f f () dt est dite convergente si la
a

b
fonction @ — f f(#)dt admet une limite finie lorsque @ — a*. Dans ce cas, on note
a

b b
f f@®)dt= lim f f)ds.
a a—a*Jg

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.
Remarque 7 : On dit aussi que I'intégrale est convergente (respectivement divergente) en a.

1
Exemple 5: Soit f:]0,3] — R définie par f:t— 7 La fonction f est continue par morceaux sur ]0, 3].

y
Pour tout a €10,3],ona
2 . 3 dt 5
— = [In(z +00,
[a ; (In(N)]1, o
1+ 3
donc I'intégrale f f(t)dt est divergente.
0
0 «a 3
( -
Exercice 2 : Etudier la convergence des intégrales suivantes, puis calculer leur valeur en cas de convergence.
1 nl2 0
) Cos(t) Lo
(i) f In(7) dt, (ii) f t, (iii) f re”!
L 0 sm(t) oo

Définition (Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur |a, b[) : Soit f :]a, b[ — K une fonction conti-
b

nue par morceaux sur Ja, b[ avec —oo < a < b < +oo. On dit que I'intégrale f f () dt est convergente s'il existe
a

un réel c € ]a, b[ tel que les deux intégrales

c b
f f(ode et f f(de
a [

sont convergentes. Dans ce cas, on note

b c b
ff(t)dr:f f(t)dt+f f(odt.

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale est divergente.

Remarques 8:

a) La convergence ou la divergence de I'intégrale f f(t)dt ne dépend pas du choix du point c € ] a, b|.
a

b) Sil’intégrale f f (1) dt est convergente, sa valeur ne dépend pas du choix du point c € ] a, b|.
a
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Exemple 6 : Soit f:R — R définie par f: ¢t —

R La fonction f est continue par morceaux sur R.

Pourtouta <0< f,ona

[ﬁ & _ | Arctan(n)] z
= rctan —_— —
0o t2+1 0 potoo 2

0 dr _[At ; 0 b3
A ==

+00 0 00
On en déduit que les intégrales [ f()dt et f f(t)dt sont convergentes, donc l'intégrale f f(r)dt est
0 —00 —00

convergente par définition et sa valeur est

+00 0 +0oo T
f [0 dt:f f(t)dr+f fode=2+
—00 00 0

=TI

NS

Exercice 3 : Etudier la convergence des intégrales suivantes, puis calculer leur valeur en cas de convergence.

+00 t3 +00 e—\/f 1 dr
i dr, ii dr, iii f —_—
()jioo 41 ()fo Vi D -1vV1-1¢2
b
ATTENTION : Il ne faut pas confondre 1'objet intégrale f f(t)dt qui pourra étre convergente ou divergente et
a

b

le nombre f f(©)dr qui n’'existe que si I'intégrale converge. Il n'y a malheureusement pas de notation différente

a
+00

contrairement au cas des séries numériques avec Z un et Z un : c'est le contexte qui décidera.
n=0 n=0

IL.B - Intégrales de référence

+00

Proposition 2: Soit A € R. L'intégrale f e Mdr est convergente si et seulement si A > 0.
0

1
Proposition 3 : Lintégrale f In(#) dt est convergente.
0

Ldr
Définition (Intégrale de Riemann) : On appelle intégrale de Riemann toute intégrale de la forme f s ou de
0

+o00o
la forme f — pour @ €R.
T A

Proposition (Convergence d’'une intégrale de Riemann) : Soit a € R.

+00
(i) Lintégrale f T est convergente si et seulement si a > 1.
1

Ldr
(ii) Lintégrale f 7@ est convergente si et seulement si a < 1.
0
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II.C - Propriétés générales des intégrales

On fixe un intervalle ]a, b[ de R avec —co < a < b < +oo.

Proposition (Relation de Chasles) : Soit f : ]a, b[ — K une fonction continue par morceaux sur |a, bl et c € ] a, b|.

b c b
Lintégrale f f (1) dt est convergente si et seulement si les intégrales f f)dtet f f(¢)dt sont convergentes.
a a c

b c b
Dans ce cas, on a la relation f fde= f fyde+ f f(de.
a a c

b a b
Notation: Sil'intégrale f f(t)dt est convergente avec a < b, on notera encore f fyde=—- f f(nde.
a b a

Proposition (Linéarité de I'intégrale) : Soient (1, u) € K? et f, g :1a, b[ — K deux fonctions continues par mor-
b

b b
ceaux sur ]a, bl. Si les intégrales [ fHdret f g(r) dt sont convergentes, alors 'intégrale f (Af (0 +pug(n)de
a a a

est convergente et on a la relation

b b b
f(Af(tHug(t))dt:/lf f(t)dt+,u/ g dr.
a a a

b b
Remarque 9: On en déduit que si f f(t)dt est une intégrale convergente et si f g(t)dt est une intégrale diver-
a a

b
gente, alors l'intégrale f (f(1) + g(1)) dr est divergente.

a

Proposition (Croissance et positivité de I'intégrale) : Soient f, g :]a, b[ — R deux fonctions continues par mor-
ceaux sur la, b|.

b b
(i) Positivité de I'intégrale : si f est positive sur ] a, b| et si f f(#)dt est convergente, alors / f@de=o0.
a a

b b
(ii) Croissance de l'intégrale : si f < g sur |a, b et si les intégrales f f(n)dt et f g(t)dr sont convergentes,
a a

b b
alors on al'inégalité f fde < f g(p)de.
a a
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II.D - Changement de variable

On fixe un intervalle ]a, b[ de R avec —co < a < b < +oo.

Théoréme du changement de variable : Soit ¢ :]c,d[ — ]a, b[ une bijection croissante de classe ¢! sur ¢, d|.
Si f:]a, b[ — K une fonction continue sur ]a, b|, alors les intégrales

d b
ff(w(t)kp’(t)dt et ff(x)dx

sont de méme nature. De plus, si les intégrales convergent, alors on a la relation

d b
ff(w(t))q)'(t)dt:f fx)dx.

Remarques 10:

a) Si¢:]c,d[— la,b[ est une bijection décroissante de classe €', on a le résultat analogue avec les intégrales

d a
ff((p(t))(p’(t)dt et fbf(x)dx.

b) Il faut s’assurer que les intégrales sont convergentes dans le théoréme ci-dessus pour écrire une égalité.
¢) En pratique, le changement de variable s’effectue comme pour une intégrale sur un segment.

d) La continuité de la fonction f sur ]a, b[ assure que la fonction f o ¢ est continue sur |c, d|.

1 x2

Exemple 7 : On considere I'intégrale I = [ >
0 1-x

Lafonction ¢ : ¢ — sin(f) est une bijection croissante de classe &' de]0,7/2[sur]0, 1[. En effectuant le changement

de variable x = sin(#) dans I'intégrale I, on obtient I'intégrale

/2 in2 i
]:f sin“(f) COS(t)dtzf Sinz(t)dt.
b 0

V' 1=sin?(p)

Comme la fonction ¢ — sin?(¢) est continue sur [0, 77/2], I'intégrale J est convergente. On en déduit par le théoréme
du changement de variable que I'intégrale I est convergente et que

/2 /2 1-— 2t t 1 /2
I:]:f sinz(t)dt:f L()dt:[___sin(zt)] :z.
0 0 2 2 4 0 4

. R
Exercice 4 : En utilisant le changement de variable u = e’ + 1, montrer que l'intégrale ci-dessous est conver-

gente, puis calculer sa valeur.
+00 dt
= [ e
o (ef+1)(e f+1)

e )
Exercice 5: Montrer que l'intégrale ci-dessous est convergente en utilisant le changement de variable u = 7 — 1.

o [ 000,
0o (m—1)?2
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ILE - Intégration par parties

Théoreme d’intégration par parties : Soient f, g : ]a, b[ — K deux fonctions de classe &' sur |a, bl. Siles deux
limites
lim+ fHg() et limf fHg)

b
existent et sont finies, alors les intégrales f fng'(ndret f (£)g () dt sont de méme nature. De plus, si les

intégrales convergent, alors on a la relation

b b
f f(r)g’(t)dr=[f(r)g(r)]z—f f(ngnde.
a a

ou [f(ng(t)], = (tling(t)g(t)) - (tlirgj(t)g(t)).

Remarques 11:
a) Si f et g sontde classe &1 sur [a, b, il suffit de vérifier que la limite de fg en b~ existe et est finie.

b) Si f et g sont de classe ¢! sur |a, b], il suffit de vérifier que la limite de fg en a™ existe et est finie.

1
Exemple 8: On considere I'intégrale I = f 2tIn(t)dt. Les fonctions f:t—In(f) et g: t — t? sont de classe € sur
0

I'intervalle ]0, 1] et on a par croissance comparée que
li t t) =
lim f()g(®)
On en déduit que les intégrales
1 1 1 1
:f g dt:f 2rIn(r)dr et ]:[ fl(ng(nde :f tdr
0 0 0 0

sont de méme nature. Comme 'intégrale J est convergente, on en déduit que I converge et que

letln(t)dt— [tzln(t)]l—fltdt— (0—0)—1——1
0 - o Jo B 2 2

Exercice 6 : En utilisant une intégration par parties, montrer que l'intégrale I ci-dessous est convergente et

calculer sa valeur. 1
t
I= f o g
0

Vi

http://vonbuhren.free.fr


http://vonbuhren.free.fr

Chapitre 5 - Intégration sur un intervalle

=1 M1l Intégrales de fonctions positives

On fixe un intervalle [a, b[ de R avec a < b < +oo.
III.A - Généralités

Lemme fondamental : Soit f: [a, b[ — R une fonction continue par morceaux et positive sur [a, b|.

B
(i) Lafonction f— f f(t)dt est croissante sur [a, b|.
a

b B
(ii) Lintégrale / f () dt est convergente si et seulement si la fonction — f f () dt est majorée sur [a, bl.
a a

Remarque 12: Le lemme ci-dessus s’adapte naturellement a des intégrales de fonctions continues par morceaux
et positives sur I'intervalle ] a, b].

. e o0 | sin(#)] :
Exercice 7 : Montrer que 'intégrale . dt est divergente.
b/

III.B - Reégles de comparaisons

Sif:la,bl—Retg:[a bl — Rsont deux fonctions, on rappelle que I'on dit que la fonction f est dominée par la
fonction g au voisinage de b~, ce que I'on note f(¢) b=- O(g(t)), si

JdKeR, Vxdansunvoisinagedeb™, |f(x)|<K|g(x)l.

Silafonction g ne s’annule pas au voisinage de b~, la définition ci-dessus est équivalente a dire que le quotient f/g
est une fonction bornée au voisinage de b™.

Théoreme de comparaison : Soient f, g : [a, b[ — R deux fonctions continues par morceaux et positives sur
I'intervalle [a, b[.

b b
(i) Sio< f(#) < g(t) pourtout £ € [a, b, alors la convergence de f g(#)dt implique celle de f f()de.
a a

b b
(i) Sif(® = O(g(1)), alors la convergence de f g(t)dt implique celle de f f(nde.
a a

b b
(iii) Si f(#) b~_ g(1), alors la convergence de f g(1)dt équivaut a celle de f f(n)de.
a a

Remarques 13 :
b b
a) Sous I'’hypothése du (i), on a en plus I'inégalité f fHde< f g(nde.
a a
b
b) Sous!’hypothese du (i) ou du (ii), on a par contraposition que la divergence de I'intégrale f f(t)dt implique
a
b
celle de / g(pde.
a

c) Lassertion (i) reste valable sil'inégalité 0 < f(f) < g(t) n'est que vérifiée au voisinage de b™.
d) Lassertion (ii) reste valable si on remplace f (?) = O(g(n) par f(z) = o(g(1).

e) Le théoreme ci-dessus s’adapte naturellement a des intégrales de fonctions continues par morceaux et posi-
tives sur l'intervalle ]a, b].
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Exemples 9:
. . *0 sin? (1)
a) On souhaite étudier la convergence de 'intégrale I = —z dr.
1
. in(t
La fonction t —

est continue par morceaux et positive sur [1, +oo[. De plus, on a I'inégalité

sin?(¢) -
2 T

Yte[l,+ool, 0<

+oo
et comme f " est une intégrale de Riemann convergente, on conclut que I converge par comparaison.
1

N o T In(7)
b) On souhaite étudier la convergence de I'intégrale f 5 dr.
1

In(t
La fonction t — ()

est continue par morceaux et positive sur [1, +o0ol. Par croissance comparée, on a

1 1 1
lim tz (ﬂ) =0 o it) = 0(_).
t—+o0 13 3 +oo |2

+00
Or f r est une intégrale de Riemann convergente, donc I converge par comparaison.
1

Lsin(?) &t

¢) On souhaite étudier la convergence de I'intégrale I = f
0

. sin(r) . a
La fonction ¢ — est continue par morceaux sur ]0, 1]. De plus, on a I’équivalent

1

et comme f 1dt est une intégrale convergente, on conclut que I converge par comparaison.
0

( N\
Exercice 8 : Etudier la convergence des intégrales ci-dessous.
20 (- 1)(¢-5) g dt . [T cos?(D)
(i) f P ————ds, (i) f (iii) fl 2 dr,
+00 9 +0o lln
(iv) f 2reos® g () f el dt, vi) f In® 4
\ 0 \/E 0 y,
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Chapitre 5 - Intégration sur un intervalle

1 IAYA Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

On considere un intervalle non vide I de R et 'on note a = inf(I) et b = sup(/). En particulier, I'intervalle I est
nécessairement de la forme [a, b], [a, b[,]a, b] ou ]a, bl.

Définition (Intégrale absolument convergente) : Soit f : I — K une fonction continue par morceaux sur I.

b b
On dit que f f()dt est absolument convergente si I'intégrale f | f(£)| dt est convergente.
a a

Définition (Fonction intégrable) : Une fonction f : I — K est dite intégrable sur l'intervalle I si f est continue

b
par morceaux sur I et sil'intégrale f f () dt est absolument convergente.
a

Remarques 14 :
a) Si f:[a, bl — K estintégrable sur [a, b[, on dit que f est intégrable en b.
b) Si f:1a,b] — K estintégrable sur | a, b], on dit que f est intégrable en a.

Exemples 10 :
a) Soit A € R. La fonction ¢ — e ! est intégrable en +oo si et seulement si A > 0.

b) La fonction ¢ — In(t) est intégrable en 0*.

1
¢) Soit a € R. La fonction ¢ — prs est intégrable en +oo si et seulement si a > 1.

1
d) Soit a € R. La fonction ¢ — pr est intégrable en 0" si et seulement si & < 1.

Théoreme 1: Siune intégrale converge absolument, alors elle converge.

*90 gin(f)

Exemple 11 : On souhaite étudier la convergence de l'intégrale I = f dr.

1 t?
. sin(1) . e e g
La fonction ¢ — 2 est continue par morceaux sur [1, +oo[. De plus, on a I'inégalité
sin(1) 1
Vte(l,+ool, 0< 2 <§

+00
et comme f 7z est une intégrale de Riemann convergente, on obtient que 'intégrale I est absolument conver-
1

gente par comparaison. On conclut par le théoréme précédent que l'intégrale I est convergente.

*90 gin(f)

ATTENTION : La réciproque du théoreme est fausse. On peut par exemple vérifier que I'intégrale / dr

0
est convergente, mais qu’elle ne converge pas absolument.

Notation: Si f: I — K est une fonction continue et intégrable sur I, alors on note
b
ffsz(t)dt=f fode.
1 I a

Proposition (Inégalité triangulaire) : Si f: I — K est une fonction intégrable, alors on a I'inégalité

’flf(t)dt‘<f1|f(t)|dt.
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Notation : On note L!(I,KK) 'ensemble des fonctions intégrables sur I a valeurs dans K.

Proposition 4 : Lensemble L!(I,K) est un sous-espace vectoriel de .7 (I,K).

Proposition 5: Si f: I — K est continue, positive, intégrable sur I et vérifie f f()dt =0, alors f est nulle.
I

ATTENTION : Cette proposition devient fausse si on remplace '’hypothese « continue » par « continue par mor-
ceaux».

Remarque 15 : On déduit de la proposition précédente que I'application N: f — f |f(2)|dt est une norme sur
I
I'espace vectoriel L' (I, K) n€°(I,KK).

Exercice 9: Etudier la convergence des intégrales ci-dessous.

+0o 1 +0o 1 +00o
() f sin(—)dt, (i) f cos(—) dr, (iii) f sin(#)sin (e”") dz.
0 r? 0 12 0
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Chapitre 5 - Intégration sur un intervalle

Méthode - Ftudier la convergence d’une intégrale

b
On souhaite étudier le convergence d'une intégrale [ f(r)dt ou f est une fonction définie sur un des intervalles
a

@) I=[abl, (i) I=]la,bl (iii) I =1a, b, (iv) I =]a,bl.

1) On détermine si f est continue par morceaux sur [a, b], [a, b, 1a, b] ou ]a, b|.
2) On distingue trois cas.

a) Si f est continue par morceaux sur [a, b] 'intégrale est convergente.

b) Si f n'est que continue par morceaux sur ]a, b[, on sépare 'intégrale en deux pour se ramener au cas ol
seul une des deux extrémités de I'intervalle d’'intégration est ouverte.

3) On s’est donc ramené a étudier la convergence de I'intégrale d'une fonction continue par morceaux f sur
lintervalle [a, b[ ou l'intervalle ]a, b]. Le graphe ci-dessous résume la démarche a suivre pour étudier cette

intégrale.
Co.nn'a.lt—on une Regles de Changement
primitive de f? comparaison de variable

Non
Non :{ équivalent I
Y
Y
' Intégrati
[ fest positive?]& Non itefy riaon
Non par parties

Y
l inégalité

Non

. A 4
Etude de la )
domination @

convergence absolue

Non
Non

Sila fonction f n’est pas positive et que ’on a démontré qu’elle ne converge pas absolument, on sort du cadre
du programme dans le cas général.

4) Dans le cas oll on avait séparé I'intégrale de départ en deux, on conclut (Par définition, I'intégrale converge
si chacune des deux intégrales obtenues apres la séparation convergent).

Jérome VON BUHREN



