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Chapitre 12 - Intégrales dépendant d’'un parameétre

Introduction
Dans ce chapitre, nous allons étudier les intégrales a parametre, i.e. les intégrales de la forme

VpeA, I(p) :flf(p, 1) de.
ol f: AxI— K ou Aestune partie de R et I est un intervalle de R (le parametre étant la variable p).
Si A = [[ng, +oo[ avec ng € N, I'intégrale a parametre ci-dessus se réécrit sous la forme d’une suite (I,) ;> p, Olt
VneA, I,= flfn(t) dr avec fu:t— f(n,t).

Dans ce contexte, nous donnerons des conditions suffisantes pour que les relations

+o00 +oo
li f tdtzf li rder et f ) |dt= (f tdt)
Jm | fade= | lim fu(nde e 1( 2. fnl )) 2| @

n=ny n=ny

aient un sens et soient vérifiées.

Si A est un intervalle de R, nous donnerons les conditions suffisantes pour que certaines propriétés classiques
(continuité, dérivabilité, etc.) admises par les fonctions x — f(x, t) pour ¢ € I se transférent a la fonction

g:x-—»ff(x,t)dt.
I

Dans tout le chapitre, on considére un intervalle I contenant au moins deux points et on désigne par K le corps R
ou le corps C.

Intégrales dépendant d’'un parametre entier

I.A - Suites de fonctions intégrables
Si on considere la fonction f;, : [0, +oo[ — R définie par

n !l si 0<x<n
foix— )
0 si x> n,

alors la suite (fy;)nen+ converge simplement vers la fonction nulle f sur [0, +oo[, mais on a pour tout n € N* que

+00 +00
lim f fn(t)dz=1¢o:f f(nde.
0 0

n—-+oo

On en déduit que la convergence simple de (f,),>n, vers f sur I'intervalle I n’est pas suffisante pour que I'on
puisse permuter une limite et une intégrale en général. Nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires.

Théoréme de convergence dominée: Si (f;),>5, st une suite de fonctions continues par morceaux de I dans K
vérifiant les hypotheéses suivantes :

(i) lasuite (f,);>n, converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur I;

(ii) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable sur I telle que
Y(n, 1) € [ng, +oo[xI, |fn(0)|<op®); (Hypothése de domination)

alors les fonctions f;, et f sont intégrables sur I pour tout n € N avec n > ng eton a

lim ffn(t)dt:/f(t)dt.
I I

n—+oo

DEMONSTRATION HORS PROGRAMME
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Remarques1:

a) La continuité par morceaux des différentes fonctions assure que les intégrales en jeu puissent avoir un sens,
I'hypothese (i) est dictée par la propriété que I'on souhaite conserver apres intégration et 'hypothese (ii)
impose une condition « technique » pour assurer que I’on puisse permuter limite et intégrale.

b) Lafonction ¢ ne doit pas dépendre de la variable 7.

¢) Nous avions déja étudié le théoréeme d’intégration pour une suite de fonctions convergeant uniformément
dans un chapitre précédent : rappelons que ce dernier ne s’applique que sur un segment.

d) Ces deux théorémes sont complémentaires : en fonction des situations, il faut appliquer I'un ou I’autre pour
obtenir le résultat.

Exemple 1: Etudions la convergence de la suite (i) ,eny définie par

+00
VneN, u =f (t)dr ou > —.
" In In el + 1"
La suite (f,;) nen €St une suite de fonctions continues par morceaux sur [0, +oo[ vérifiant les hypotheéses suivantes.

(i) Lasuite (f;;) nen converge simplement sur [0, +oo vers la fonction continue par morceaux

e! si 0<r<1
fit— (e+D71 si r=1
0 si t>1.

(ii) On ala majoration
Y(n, 0 eNxI, |fa(0)|<e™’

et la fonction ¢ : t — e~ " est intégrable sur [0, +oo].

Par le théoreme de convergence dominée, on conclut que f; et f sont intégrables sur [0, +oo[ pour tout 7 € N et

n—+oo

+00 +00 1 _ Y
lim un:nl_lgloofo fn(t)dt=f0 f(t)dt:fo e ‘dt=1-e .

4 N
Exercice 1: On considere la suite (1) ,en+ définie par

n t n
VneN¥, un:/ (1——) dr.
0 n

1. Montrer que In(1 + x) < x pour tout x € ] — 1, +oo0l.

2. Etudier la convergence de la suite (1) yens.
. J
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n Chapitre 12 - Intégrales dépendant d’'un parameétre

I.B - Séries de fonctions intégrables

Le théoreme ci-dessous permet d'intervertir une intégrale et une somme comportant une infinité de termes sous
certaines conditions.

Théoréme d’intégration terme a terme : Si Z fn est une série de fonctions continues par morceaux de [
n=ngy
dans K vérifiant les hypothéses suivantes :

(i) lasérie Z [fn converge simplement vers une fonction continue par morceaux sur I;
n=ngy
(ii) pour tout n € N avec n > ny, la fonction f;, est intégrable sur I;
(iii) la série numérique Z | fn(®) | dr converge;

nzngp

+00
alors la fonction Z fn estintégrable sur I eton a

f(ioo fn(t))dt= +Zoo sz”(t)dt)'

n=ny n=ny

DEMONSTRATION HORS PROGRAMME

Remarques 2:

a) La continuité par morceaux des différentes fonctions et I’hypothése (ii) assurent que les intégrales en jeu
puissent avoir un sens, 'hypothese (i) assure la convergence de la série de fonctions et '’hypothese (iii) im-
pose une condition « technique » pour assurer que I’on puisse permuter somme et intégrale.

b) Nous avions déja étudié le théoreme d’intégration pour une série de fonctions convergeant uniformément
dans un chapitre précédent : rappelons que ce dernier ne s’applique que sur un segment.

c) Ces deux théoremes sont complémentaires : en fonction des situations, il faut appliquer I'un ou I'autre pour
obtenir le résultat.

-t +00 1

dr=) —.

-t 2
—e€ n=1 n

+00
Exemple 2 : Montrons que f 7
0

-t

(i) La fonction f: ¢t — est continue par morceaux sur l'intervalle ]0, +oo[. De plus, comme e~ € ]0,1]

e~ t
pour tout ¢ € ]0, +o0l, on a via la série géométrique que

te”! T N = -nt
Viel0tool (= =) (€)=Y e
- 0

(ii) Pour tout n € N*, la fonction f;, est continue par morceaux sur ]0, +oo[, puis en utilisant une intégration par
parties, on vérifie que f;, est intégrable sur ]0, +oo[ et qu'on a

+00 +00 1 +00o 1
f |fn(t)|dt=f fu(dr= —f e "dr=—.
0 0 nJo

n2

+00
(iii) La série numérique Z | fn(®) | dz est une série de Riemann convergente.
n>07J0

On conclut par le théoreme d’intégration terme a terme que la fonction f est intégrable et qu'on a

fomf(n dr:fom(;ffn(t))dt: z ([0+00fn(t) dt) _ i"%

=1 n=1

Jérome VON BUHREN
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'In(1+¢ oo (-nnt
Exercice 2: Montrer qu’on a la relation f % dt = Z %
0 n=1

Remarque 3 : Dans certaine situation, les hypothéses du théoréme d’intégration ne sont pas vérifiées, mais on
peut néanmoins aboutir a la conclusion en appliquant le théoréeme de convergence dominée a la suite des sommes
partielles (S;) n>n, de la série de fonctions.

dl’ +00 (_ 1) n

1
Exemple 3: Montrons que f = .

On commence par remarquer qu’on a
1 +00
vrel0,l, — =) (-D"".
1+t =
fu(®)

En particulier, on en déduit que

1 1
VneN, f|fn(t)|dt=f t"dt =
0 0

n+1’
+00
donc la série numérique ) _ | fn(0) | dr est divergente : le théoréme d’intégration terme a terme ne s’applique
n>0+0
pas dans ce cas. De plus, la série de fonctions )  f, ne converge pas en ¢ = 1, donc on ne peut pas appliquer le
n=0
théoreme d’intégration pour une série de fonctions convergeant uniformément.

Nous allons appliquer le théoréme de la convergence dominée a la suite des sommes partielles (S,),en de la

série de fonctions Z [fn- La suite (S,) nen est une suite de fonctions continues par morceaux sur [0, 1] vérifiant les
n=0
hypotheéses suivantes.

(i) Lasuite (S;)nen converge simplement sur [0, 1] vers la fonction continue par morceaux f: t— (1 + HL.

(ii) Pour tout (n,t) e Nx [0, 1], on a la majoration

1+ (-n)"*!
1+1

2

Sp(0) = <
1Sn (DI Tt

Y =) (-pF
k=0 k=0

etlafonction: r—2(1 + H~1 est intégrable sur [0, 1].
Par le théoréme de convergence dominée, on conclut que S, et f sont intégrables sur [0, +oco[ pour tout n € N et

1 1 1
ff(t)dt:f (hm S,,(t))dt: lim f Sa(Hdt
0 0 n—+oo n—+oo 0

1 n
= lim [ ) fi(ndr

n—+oo Jo k=0

n 1
= kgbfo fk(t)dt:nl—l»rfooz:: k+1 -

n—-+oo

-
Exercice 3: On considere la suite (1) ,eny définie par
/2
vneN, u, =f cos” (¢ dt.
0

1. Etudierla convergence de la suite (1) pen-

2. Montrer la convergence et calculer la somme de la série Z (1) "uy,.
n>0

http://vonbuhren.free.fr
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Chapitre 12 - Intégrales dépendant d’'un parameétre

I.C - Bilan pour effectuer une interversion limite / intégrale ou somme / intégrale

On considere une suite de fonctions (f3,)n>n, d'un intervalle I dans K.

On souhaite montrer que :

Jim f; fu()dt = [1 im f(£)de

Y

Y

Théoreme d’intégration pour une suite de
fonctions convergeant uniformément

Lintervalle I est un segment I = [a, b].

(i) Pour tout n € N avec n > ny, la fonction f;, est
continue sur /;

(i) lasuite (f)n>n, converge uniformément sur /.

J

Théoréeme de convergence dominée

Lintervalle I est quelconque et f;, est continue par
morceaux sur I pour tout n € N avec n > ny.

(i) La suite (fn)n>n, converge simplement vers
une fonction continue par morceaux sur I;

(ii) il existe ¢ : I — R intégrable sur I telle que

Y(n, 1) € [ng,+oo[xI, |fu(0)| < e(0).

On souhaite montrer que :

fl(;i;fn(t)) de = n:i; (/Ifn(t) dt)

A 4

Y

Théoréme d’intégration pour une série de
fonctions convergeant uniformément

Lintervalle I est un segment I = [a, b].

(i) Pour tout n € N avec n > nyp, la fonction f;, est
continue sur I;

(i) lasérie )  f, converge uniformément sur I.
n=ngy

v

Théoréeme de convergence dominée
appliquée a la suite des sommes partielles

Lintervalle I est quelconque et S; est continue par
morceaux sur I pour tout n € N avec n 2> ng.

(i) La suite (S;)n>n, converge simplement vers
une fonction continue par morceaux sur /;

(i) il existe ¢ : I — R intégrable sur I telle que

v(n, t)e[[nO)"'OOIIXI’ |Sn(t)|<(l)(t)-

Théoréme d’intégration terme a terme

Lintervalle I est quelconque et f;, est continue par
morceaux sur I pour tout n € N avec n > ng.
(i) La série Z fn converge simplement vers une
n=ngy

fonction continue par morceaux sur I;

(ii) pour tout n € N avec n > ny, la fonction f;, est
intégrable sur I;

(iii) la série numérique Z f | fn(t)|dt converge.
n=ngp I

On rappelle que la suite des sommes partielles de la

série ) f, est définie pour tout n € [ng, +oo par:
n=ngy

Sp= i fk-

k':n()

Jérome VON BUHREN
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1 NIl Intégrales dépendant d'un parametre réel

II.A - Continuité d’'une intégrale a parameétre

Remarquons que méme dans des cas simples, la continuité de la fonction g de 'introduction n’est pas assurée.
Par exemple, si on considere f: (x, ) — xe~*! qui est continue sur [Ri, alors la fonction g : R, — R définie par

oo oo 0 si x=0
N — = —xt =
g:x fo flx,t)det fo xe tdt { 1 si x>0

n’est pas continue sur R.. Nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires.

Théoréme de continuité pour une intégrale a parametre : Soit A un intervalle de R. Si f: Ax I — K est une
fonction vérifiant les hypotheses suivantes :

(i) pour tout t € I, la fonction x — f(x, f) est continue sur A;
(ii) pour tout x € A, la fonction ¢ — f(x, t) est continue par morceaux sur I;

(iii) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable sur I telle que

Vix,DeAxI, |f(x,0|<o®); (Hypothése de domination)

alors la fonction g: x — f f(x, t)dt est définie et continue sur I'intervalle A.
I

Remarques 4:

a) Lhypothese (i) est dictée parla propriété que 'on souhaite conserver apres intégration, ’hypotheése (ii) assure
que l'intégrale définissant g puisse avoir un sens et '’hypothese (iii) impose une condition « technique » pour
assurer I’existence et la continuité de g.

b) La fonction ¢ dans I'’hypotheése (iii) ne doit pas dépendre de la variable x.

+00
Exemple 4 : Montrons que la fonction g: x — f cos(x z‘)e’t2 dt est continue sur R. La fonction f: RxR; — R
0

t

définie par f: (x,t) — cos(xt)e” * vérifie les hypotheses suivantes.

t

(i) Pour tout t € R, la fonction x — cos(xt)e” ’ est continue sur R.

(i) Pour tout x € R, la fonction ¢ — cos(x t)e“2

est continue par morceaux sur R...
(iii) On ala majoration
2
Y, ) eRxRy, |flx,0)|<e ™ .

t

etlafonction¢@:t—e” * est intégrable sur R..

On conclut que la fonction g est continue sur R par le théoréme de continuité.

-
Exercice 4 : On considere la fonction d’'une variable réelle
+00
g: x»—»f Arctan(xt) e~ dr.
0

1) Montrer que g est définie sur R.

2) Montrer que g est continue sur R.
G J

http://vonbuhren.free.fr
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B Chapitre 12 - Intégrales dépendant d’'un parameétre

Remarque 5 : Si’hypothése de domination n’est pas vérifiée pour tout x € A, on peut parfois s’en sortir en ap-
pliquant le théoréme sur un segment arbitraire [a, b] de A. Si I'hypothése de domination est vérifiée sur le seg-
ment [a, b], alors on en déduit par le théoreme que g est continue sur [a, b]. Comme [a, b] est un segment arbitraire
de A et que la continuité est une propriété locale, on conclut que g est continue sur A.

e—t

dt est continue sur R}. La fonction f : R} xR, — R définie

+00
Exemple 5: Montrons que lafonction g: x — f P
0

-t

e
L (x, 1) —
parf: (00—

vérifie les hypotheéses suivantes.

-t

(i) Pour tout t € R,, la fonction x — est continue sur R} .

-t
e
(ii) Pour tout x € R}, la fonction ¢ — —
X

est continue par morceaux sur R,..
(iii) Lhypothese de domination n’est pas vérifiée sur R} x R.. En effet, s'il existait une fonction ¢ : I — R telle que

-t

e
V(x,t)e Ax 1, ’
X+

< (1),
Z|Se@

alors en prenant la limite lorsque x — 0%, on obtient que ¢ n’est pas intégrale en 0" car

e—[

1
t—0+

Par contre, si on considére un segment [a, b] c R}, alors on a la majoration

-t -t

e
X+t

e
Sa+t

V(x) t) € [ay b] X R+’

. e’
etla fonction ¢ : t —
a+t

est intégrable sur R,.

On conclut par le théoreme de continuité que la fonction g est continue sur [a, b]. Comme [a, b] est un segment
arbitraire de R} et que la continuité est une propriété locale, on conclut que la fonction g est continue sur R7.

e p
Exercice 5: On considere la fonction d’une variable réelle
1 x-1
t
dr.

X
§ o 1+¢

1) Montrer que g est définie sur R .
2) Montrer que g est continue sur R} .
3) Montrer que g(x) + g(x+1) =1/x pour tout x € Ri.

4) Déterminer un équivalent de g en 0* et la limite de g en +oo.

5) Montrer pour tout x € R} qu'on a

+00 (_l)n

g =)

=yx+n’

Jérome VON BUHREN
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IL.LB - Limites aux bornes de I'intervalle d’'une intégrale a parameétre

Théoreme de convergence dominée a parametre continu : Soit a une extrémité d'un I'intervalle A de R.
Si f: Ax I — K estune fonction vérifiant les hypothéses suivantes :

(i) pour tout ¢t € I, la fonction x — f(x, t) admet une limite ¢(t) lorsque x — a;
(ii) pour tout x € A, les fonctions ¢t — f(x, t) et t — £(t) sont continues par morceaux sur [;

(iii) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable sur I telle que

Vi, neAxI, |f,n|<eo@); (Hypothese de domination)

alors la fonction g: x — f f(x, £)dt est définie sur l'intervalle A, la fonction ¢ est intégrable sur / eton a
I

g(x):ff(x, t)dt—»f((t)dt.
I x—a Jp

Remarques 6:
a) Lhypothese (i) est dictée par la propriété que I'on souhaite conserver apres intégration, 'hypothese (ii) as-
sure que les intégrales dans la conclusion puissent avoir un sens et I'hypothése (iii) impose une condition
«technique » pour assurer I'existence des intégrales en jeu et I'existence de la limite de 'intégrale.

b) La fonction ¢ dans I'’hypothése (iii) ne doit pas dépendre de la variable x.
c) Le théoreme ci-dessus est une extension du théoréme sur les suites de fonctions vu dans la premiere partie.

e—[

+00
Exemple 6 : Etudions la limite en +oo de la fonction g : x — f dz. La fonction f: [1, +oo[xRy — R définie
0

-t

X+t

e
par f:(x, 1) — — vérifie les hypotheses suivantes.
X

-t
. . e
(i) Pour tout t € R,, la fonction x —
X+t

admet ¢(t) = 0 pour limite lorsque x — +oo.

-1

e
(i) Pour tout x € [1, +oo], les fonctions ¢ — " et t — £(t) sont continues par morceaux sur R.,.
X

(iii) On ala majoration
-t

V(x, 1) €[1,+oo[xRy, |f(x,0)|< <e .

e
1+1¢
etla fonction ¢ : t— e~ est intégrable sur R..

e—t
X+t

+00
On conclut par le théoreme de convergence dominée a parametre continu que la fonction g: x — f
0

admet une limite en +oo et que
+00
lim g(x) =f /(r)dr=0.
X—+00 0

-
Exercice 6 : On considere la fonction d’une variable réelle

+00
g: x»—»f Arctan(xt) e~ dr.
0

Montrer que la fonction g admet une limite en +oo et préciser cette limite.
\

http://vonbuhren.free.fr
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II.C - Dérivabilité d’'une intégrale a parametre

Théoréme de dérivabilité pour une intégrale a parametre : Soit A un intervallede R. Si f: Ax I — K est une
fonction vérifiant les hypotheéses suivantes :

(i) pour tout ¢ € I, la fonction x — f(x, t) est de classe €’ sur A;

(ii) pour tout x € A, la fonction ¢t — f(x, ) est intégrable sur I;

: 0 :
(iii) pour tout x € A, la fonction ¢t — a—f (x, t) est continue par morceaux sur I;
x

(iv) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable sur I telle que

0
V(x,) e Ax1I, ’é(x, t)‘ <o); (Hypothese de domination)
alors la fonction g: x — f f(x, t)dt est définie et de classe ¢! sur I'intervalle A. De plus, on a
I

o [OF
VxeA, g(x)—flax(x,t)dt.

Remarques 7:
a) Lhypothese (i) est dictée parla propriété que I'on souhaite conserver apres intégration, I’hypothése (ii) assure
0
I'existence de g, I'’hypothése (iii) assure que I'intégrale sur I de ¢t — a—f(x, t) puisse avoir un sens et I’hypo-
X
theése (iv) impose une condition « technique » pour assurer que g est ¢’ et 'intégrabilité de ¢ — 0—f (x,1).
x

b) Lafonction ¢ dans I'hypothése (iv) ne doit pas dépendre de la variable x.

+o00
)
Exemple 7 : Montrons que la fonction g: x— f e e’ dr est de classe €' sur R. La fonction f: R xR, — R
0
définie par [ : (x, £) — e~ e!'* vérifie les hypotheses suivantes.
(i) Pour tout t € R,, la fonction x — e~ ell* est de classe €' sur R.

os . —2 i .
(ii) Pour tout x € R, la fonction  — e~ e!’* est continue par morceaux sur R,. De plus, on a

2 2 1
vt€R+, ’e £ eltx = e £ :0(_)7
t—+o00 2

donc la fonction £— e~*“el’* est intégrable sur R,

0 .
(iii) Pour tout x € R, la fonction ¢t — a—f(x, 1) = ite_t2 e'’* est continue par morceaux sur R..
X
(iv) On ala majoration

of -2
Vix, 1) eERxR,, a(x,t) <Lte

etla fonction¢: t — re™" est intégrable sur R,.

On conclut que la fonction g est de classe ¢’ sur R par le théoréme de dérivabilité. De plus, on a

+00 5 .
VxeR, g'(x)= f ite” el dt.
0

Jérome VON BUHREN
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4 I
Exercice 7 : On considere la fonction d’'une variable réelle

+o00o 5
g:x»—»f e " sin(tx)dt.
0

1. Montrer que g est définie sur R.
2. Montrer que g est dérivable sur R et qu’elle est solution d’'une équation différentielle d’ordre 1.

3. En déduire que I'on a la relation

Vi [* 2
VxeR, g(x):Ee e’ '“dt.
0

Remarque 8 : Si 'hypothése de domination n’est pas vérifiée pour tout x € A, on peut parfois s’en sortir en ap-
pliquant le théoreme sur un segment arbitraire [a, b] de A. Si I'hypothése de domination est vérifiée sur le seg-
ment [a, b], alors on en déduit par le théoréme que g est de classe € sur [a, b]. Comme [a, b] est un segment
arbitraire de A et que « étre de classe ¢! » est une propriété locale, on conclut que g est de classe ¢! sur A.

-t

e
dt est de classe ¢! sur R*. La fonction f: (x, 1) — - vérifie les
X

too o=t
Exemple 8 : Montrons que g:x— f n
0o X
hypotheéses suivantes.
-t
est de classe ¢! sur R.

(i) Pour tout ¢ € RY, la fonction x —
-t
(i) Pour tout x € R}, la fonction ¢ —
X+t

est continue par morceaux sur R}. De plus, on a

= o|l—=],
t—+o00 (tz)

e
X+t

e—t

donc la fonction ¢ — , est intégrable sur R .

—t

€ .

—— est continue par morceaux sur RY.
(x+10

(iv) Pour tout segment [a, b] < R}, on a la majoration

; . of
(iii) Pour tout x € R}, la fonction ¢ — e (x,0) =~

of ’ e’ e’
0x

VY(x,t)ela, bl xR, |[=—(x,0= .

(ot € la PIxRs ‘ D= G2 S w02
: e’ o

etla fonction ¢ : £ — ——— est intégrable sur R..

(a+1)

On conclut par le théoréme de dérivabilité que la fonction g est de classe ¢! sur [a, b]. Comme [a, b] est un seg-
ment arbitraire de R* et que « étre de classe ¢! » est une propriété locale, on conclut que la fonction g est de
classe ¢! sur R*. De plus, on a par le théoréme que
-t
e

5 dr.
(x+1)

+o00
VxeR:, g'(x)= —f
0

p
Exercice 8 : On considere la fonction d’'une variable réelle

+00 efxt
g:x r—»f dr.
0

1+1¢

1. Montrer que g est définie sur ]0, +ool.
2. Montrer que g est dérivable sur ]0, +ool.

3. Montrer que g est 'unique solution de 1'équation différentielle xy’ = xy — 1 sur R} admettant une limite

nulle en +oo.
. J
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Chapitre 12 - Intégrales dépendant d’'un parameétre

Théoréme de classe ¢ pour une intégrale 2 paramétre : Soient k € N* et Aun intervallede R. Si f: Ax I — K
est une fonction vérifiant les hypothéses suivantes :

(i) pour tout t € I, la fonction x — f(x, f) est de classe € sur A;

o/
(ii) pourtout j € [0,k— 1] et tout x € A, la fonction ¢ — 6—{ (x, ) est intégrable sur I;
X

k
(iii) pour tout x € A, la fonction ¢t — a—k(x, 1) est continue par morceaux sur /;
X

(iv) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable sur I telle que

ok f

V(x,H)eAxI, P (x, D <p); (Hypothése de domination)
X

alors la fonction g: x — f f(x, £)dt est définie et de classe ¥ sur I'intervalle A. De plus, on a
I

. o7
Vje[0,k], VxeA, g(f)(x)=f—f(x,t)dt.
10xJ

+00
)
Exemple 9: Montrons que g: x— f e el dr est de classe € sur R. On considére un entier k € N*,
0

La fonction f: R x R; — R définie par f: (x, 1) — e~ ei!* vérifie les hypotheses suivantes.
(i) Pour tout f € R,, la fonction x — e~ e!’* est de classe € sur R.

(i) Soit j € [0, k —1]. Pour tout x € R, la fonction

ol f

L,
—(x,)=(@{nle "™
axl( )= (1)

Z'r——»

est continue par morceaux sur R.. De plus, on a

ol f L L2 1
—lGpfeallX| — fja-t° — il
VteR,, ‘axj(x,t)‘ )(n)e e t'e t_>+ooo(t2),
. ol f o
donc la fonction ¢t — 6_1 (x, 1) est intégrable sur R...
X

(iii) Pour tout x € R, la fonction t — 6_f (x,t)=(@1D n+l e_tze”x est continue par morceaux sur R, .
X

(iv) On ala majoration
ak

V(ix,t) eRxR,, ok

2z 2
— ‘(it)ke—t ell’x < tke—t

r

etla fonction ¢ : t — t¥e~ * est intégrable sur R,.

On conclut par le théoréme ci-dessus que g est de classe ©’* sur R. Comme k € N* est un entier arbitraire, on vient
de montrer que g est € sur R. De plus, on a par le théoreéme que

+

. (&°] . .
VjieN, VxeR, g(])(x)zf (inie el dr.

0

Remarque 9: Comme pour le théoréeme précédent, il est possible de se limiter a vérifier I'hypothese (iv) sur tout
segment de A pour conclure que g est de classe €~ sur A, car «étre de classe €’ » est une propriété locale.
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