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Chapitre 16 - Fonctions de plusieurs variables

Introduction

La notion de fonctions de plusieurs variables apparait trés tot en physique ou I'on étudie souvent des grandeurs
dépendant de plusieurs parametres. Le mathématicien écossais James Gregory en donne une des premieres dé-
finitions formelles dans ses traités Vera circuli et hyperbolae quadratura publiés en 1667 : « une fonction est une
quantité obtenue a partir d’autres quantités par une succession d’ opérations algébriques ou par n'importe quelle
opération imaginable ».

La notion de dérivée partielle s’est développée a la fin de XVII® siecle lorsque Newton fonda le calcul différentiel.
Durant cette période, les fonctions de plusieurs variables gagnent en importance : de nombreux problémes issus
dela géométrie ou de la mécanique conduisaient naturellement a la résolution d’équations aux dérivées partielles.
Il subsiste néanmoins des faiblesses dans I'utilisation des fonctions de plusieurs variables : elle manque de rigueur,
principalement a cause de la mauvaise compréhension de la notion de fonction a cette époque. Il faut attendre la
fin du XIXe siecle et le XXe siecle pour voir les techniques se formaliser, notamment celles portant sur les dérivées
partielles.

Dans ce chapitre, nous commencerons par introduire la notion de dérivée partielle puis nous établirons ses prin-
cipales propriétés afin notamment de résoudre certaines équations aux dérivées partielles et d’étudier les extre-
mums globaux d'une fonction de plusieurs variables. Dans un second temps, nous appliquerons ces nouvelles
notions a I'étude d’objets géométriques.

Dans tout le chapitre, on fixe un entier p € N* et une norme || - || sur RP.

Rappel

On peut représenter graphiquement toute fonction de deux variables a valeurs réelles par une surface.

Définition (Surface représentative) : Soit f : Q — R une application ot1 Q est une partie non vide de R?. On
appelle surface représentative de I’application f I'ensemble

Fr={xy, fx, ) eR®| (x,y) € Q}.

Illustration : On peut tracer la surface représentative d'une fonction de deux variables.

z N
N =v¢///

f(x0,y0)
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Calcul différentiel des fonctions de plusieurs variables

ILA - Dérivées partielles d’ordre 1

Pour définir la notion de dérivée partielle d'une fonction de plusieurs variables, on se ramene a utiliser la notion
de dérivée pour les fonction d'une variable.

Définition (Dérivée en un point selon un vecteur) : Soit f : Q — R une fonction définie sur une partie Q de R”.
On appelle dérivée de f en un point intérieur a € Q selon le vecteur v € R”, sous réserve d’existence, le nombre

fla+tv)- f(a)

Duf@ =l 2

t#0

Remarques1:
a) Ladérivée de la fonction f au point a selon le vecteur Oy est nulle.

b) La dérivée de la fonction f au point a selon un vecteur v € R” est par définition la dérivée en 0 de la fonction
vectorielle t — f(a+ tv).

( N
Exercice 1 : On définit 'application f : R?> — R par

2

o ryyz i (x,7) # (0,0)

0 sinon .

1) Montrer que f admet des dérivées suivant tout vecteur en (0, 0).

2) Montrer que f n'est pas continue en (0, 0).

Dans la suite de cette partie, on note & = (ey,..., ep) la base canonique de RP.

Définition (Dérivées partielles d’ordre 1) : Soit f:Q — R une fonction définie sur une partie Q de R”.

On appelle dérivée partielle d’ordre 1 de la fonction f en un point intérieur a € Q par rapport a la i-eme variable

ou i € [1, p], sous réserve d’existence, le nombre
of

6_x,-(a) =0;f(a) = ltl_f)%
t#0

fla+te;)— f(a)
. .

Remarques 2:

a) Lai-eme dérivée partielle de la fonction f est par définition la dérivée de f selon le i-éme vecteur de la base
canonique de RP.

b) La dérivée partielle d’ordre 1 de f au point a = (ay, ..., ap) € Q par rapport a la i-éme variable est par défini-
tion la dérivée en a; de la fonction d'une variable
xi— flay,...,a4i-1,%i, Qj+1,..., Ap).

En conséquence, pour justifier I'existence et calculer les dérivées partielles d’'une fonction de plusieurs va-
riables, on peut utiliser les régles usuelles pour une fonction d'une variable.

0 0
¢) Dansle cas ou p =2, les dérivées partielles d’ordre 1 sont notées —f et G_f
X y
Par définition, pour tout point a = (xp, yo) € U, on a sous réserve d’existence des limites que
0 +1,%0) — , 0 . ,Vo+ 1) — ,
—f(xo,yo) _ lim f(xo+t,¥0) — f(xo0,¥0) ot —f(xoyJ’o) Mim fxo,y0+10) — fxo ,VO).
0x 0 f o o '
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Ilustration: On considere la surface représentative d'une fonction f : U — R admettant des dérivées partielles en
un point (xg, yp) € U < R?. Les dérivées partielles de la fonction f au point (xg, yp) sont les dérivées des fonctions
réelles d'une variable x — f(x, yp) en xy et y — f(xp,y) en y, tracées ci-dessous.

z
QQQQQQ
Be%ute
[ (x0,y0) ¢

Exemple 1: On définit f : R> — R par f : (x,y) — 3x%y +2x +sin(y). Pour tout y € R, la fonction x — f(x, y) est
dérivable sur R, donc la dérivée partielle de f par rapport a la premieére variable existe et on a
of

V(x,y)€ R?, a(x,y) =6xy+2.

De méme, pour tout x € R, la fonction y — f(x, y) est dérivable sur R, donc la dérivée partielle de f par rapport a
la seconde variable existe et on a

0
V(x,y) € R?, %(x, ) = 3x% +cos(y).

. R
Exercice 2 : On définit 'application f :R? — R par

2

x
2 opn S ,0

VK )) eR, flxy) =4 (2+y2 si (x,y) #(0,0)
L si (x,y) = (0,0).

1) Montrer que f est continue sur R?.

2) Lafonction f admet-elle des dérivées partielles sur R??
. J
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Définition (Fonction de classe ™) : Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U de R .
On dit que f est de classe ¢! sur U si ses dérivées partielles d’ordre 1 existent en tout point de U et si elles sont
continues sur U.

Proposition (Opérations sur les fonctions de classe ') : Soient f: U — R et g : U — R deux fonctions de
classe ¢! définies sur un ouvert U de RP.

(i) Pour tout A € R, les fonction f + Ag et fg sont de classe €' sur U.

(ii) Silafonction g ne s’annule pas sur U, alors la fonction ]_c est de classe ©'! sur U.
g

(iii) La composée de deux fonctions de classe ¢! est une fonction de classe %’!.

Exemples 2 :
a) Les fonctions polynomiales f : R” — R sont de classe ¢! sur R”.

b) Les fonctions rationnelles sont de classe ! sur leur ensemble de définition.

4 )
Exercice 3 : Montrer que I'application f définie ci-dessous de classe ¢! sur R,

x23

f'(x y)»—» x2+y2 Sl(x;y)?f(O,O)

0 sinon.

4 )
Exercice 4 : Etudier sil'application f définie ci-dessous est de classe ¢! sur R

P

x—
f:x,— X2+ y?
0 sinon.

si (x,y) #(0,0)

Formule de Taylor-Young a Pordre 1 : Soit f : U — R une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert U de RP.
Pour tout point a € U et tout v = (vy,...,Vp) € RP,on a

p

fla+v) = pf(a)+(z %(a)uk)w(nuu).

v=0 je=1 0Xk

Remarques 3 :
a) On en déduit que si une fonction f est de classe ¢’ sur U, alors f est continue sur U.

b) Si g: U — R est une fonction définie sur un ouvert U de R” et si A : U — R est une fonction ne s’annulant
pas sur un voisinage d'un point a € U sauf éventuellement en a, alors on dit que g est négligeable devant A
enac I, cequel'onnote g(x) = o(A(x)),si

X—a

—

. (x)
)16111}1 i— =0.
3 A
c) Le choix de la norme || - || de R” est sans importance : comme R” est un espace vectoriel de dimension finie,

toutes les normes sont équivalentes sur R”.
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Définition (Différentielle en un point) : Soit f : U — R une fonction de classe "' définie sur un ouvert U de R”.
La différentielle de f en un point a € U est I'application linéaire df (a) : R” — R définie par

p

Yu=(v1,...,vp) €RP, df(@) () =) ﬁ(a)vi.
i=10x;

Remarques 4:
a) Pourtout a € U et tout v € R?, on peut également utiliser la notation df (a) - v = df (a) (v).

b) Pour tout point a € U et tout v = (vy,..., Vp) € RP, la formule de Taylor se réécrit

fla+v) o f(@+df (@) +o(llvl).
-

¢) Si f:U — Rune fonction de classe ¢! définie sur un ouvert U de RP, alors la fonction f admet une dérivée
en tout point a € U et selon tout vecteur v € R” et on a I'égalité

VYaeU, VYveRP, D,f(a)=df(a)(v).

Dans la fin de cette partie, on note (-|-) le produit scalaire euclidien canonique sur R”.

Soit f: U — R une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert U de I'espace vectoriel R”. Pour tout point a € U,
comme I'application df (a) : R” — R est linéaire, alors par le théoreme de représentation des formes linéaires d'un
espace euclidien, il existe un unique vecteur w, € R” tel que

VveRP, df(a)(v)=(wq| V).

Définition (Gradient) : Soit f: U — R une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert U de R”.
Le gradient de f en un point a € U est 'unique vecteur de R”, noté V f(a) vérifiant

YveRP, df(@)=(Vf(a)lv).

Remarque 5: En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la relation dans la définition ci-dessus, on en déduit
que le gradient V f (a) donne la direction dans laquelle la variation de f estla plus forte au voisinage du point f(a).

Proposition 1: Si f: U — R une fonction de classe "' définie sur un ouvert U de R, alors

_(9f of p
VYaeU, Vf(a)= 6x1(a),...,axp(a) e R”.

Exemple 3: L'application f: (x, y) — xy est de classe “lsurR%etonaV f(x,y) = (y,x) pour tout (x, y) € R2.

Jérome VON BUHREN
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I.B - Dérivées partielles d'une composée

Théoreme (Regle de la chaine) : Soit y = (x1,...,xp) : [ — R” une fonction vectorielle de classe ¢! sur un in-
tervalle I de R. Si f : U — R est une fonction de classe 4! sur un ouvert U de R” telle que y(I) c U, alors la

fonction
=(foy):I—=R, F:t— (foy)(t)=f(x1(0),...,xp(1)

est de classe €’! sur I et pour tout € I, ona

14
F () =(Vflym)ly'®m)= Z a—f(xl(t),...,xp(t))x;(t).

Remarques 6:
a) Lorsque p =1, onretrouve la formule habituelle pour la dérivée d'une composée de fonctions d'une variable.

b) La formule précédente peut aussi s'interpréter comme la dérivée de la fonction f le long de la courbe para-
métrée par y.

Exemple 4 : Soit f : R> — R une fonction de classe €!. En appliquant le théoréme précédent, on obtient que
application F: t— f (1%, %) est de classe ¢! et que

oL

VieR, F'(1)=2t Zﬂ(tz,t3).
0x y

2, 13) +3t
)35

Corollaire 1: Soit f: U — R une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert convexe U de R”.
La fonction f est constante sur U si et seulement si V f(a) = Ogr pour tout a € U.

Corollaire 2 : Soit n € N*. On considere une application ¢ = (xy,...,xp) : O — R? définie sur un ouvert O de R"
telle que les applications x;,..., X, : O — R sont de classe 4! sur O. Si f : U — R est une fonction de classe ¢’ sur
un ouvert U de R” telle que

Y(ui,..., un) €0, @ur,..., up) = (X1(U1,..., Un)s..., Xp(U1, ..., Un)) €U
alors la fonction
=(fo):O—R, F:(uy,...,un)— (fo@)(t,...,un) = f(x1(U,..., Un),..., Xp(U,..., Un))
est de classe € sur O et pour tout (ug,...,u,) € Oettout j € [[l,n]], ona

oF P of dxp
;(uly )un)_kZ:"la_xk((p(ulv'wun))a_uj(uly-'-)un)~

Remarque 7 : Lorsque n =2, on a en notant (x, y) = (x1, x2) avec les hypotheéses ci-dessus que la fonction
F:0-R, F:(uv)— f(xuv),ywv)

est de classe € sur O et pour tout («, v) € O, on a

OF O ox | of oy
5, )= ax(x(u V), y(u, v)) MU ay(x(u, v), y(u,v)) LI
OF O ox L of oy

5, W)= ax(x(u v), y(u, v)) 5, W+ ay(x(u, v), y(u,v)) 5, W

http://vonbuhren.free.fr
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Exemple 5 (Transformation linéaire) : Si on écrit x = au + bv et y = cu+ dv avec un quadruplet (a, b, ¢, d) € R*,
alors on a les dérivées partielles

0x oy 0x oy

— =a, — =, _—= b, —_ = d_
Oou a ou ¢ ov ov

Sif: R? — R est une fonction de classe %1, alors la fonction F : R? — R définie par

2 _
Y(u,v)eR%, F(u,v)=f(au+bv,cu+dv)

x y
est de classe ! et on a
oF of of OF of of
N ) =d— ) +Cc— ) ) A y = b_ ) +d— ) .
au(u V) aax (x,¥) cay (x,y) aU(u V) i (x,y) dy (x, )

Exemple 6 (Coordonnées polaires) : Sion écrit x = r cos(8) et y = rsin(0), alors on a les dérivées partielles

ox _ oy . ox _ . ay _
i cos(0), P =sin(6), 30 rsin(f), 30~ rcos(0).

Si f:R? — Rest de classe €', alors la fonction F : R* x R — R définie par
Y(r,0) eR; xR, F(r,0) = f(rcos(®),rsin(9))
———— N —
x y

est de classe ! eton a

O 00— o) oy 4 50 L O o —rsme of
P (r,0) = cos(0) ix (x,y) +sin(6) 3y (x, ), 30 (r,0) = —rsin(0) 3x (x,y)+rcos(9) 3y (x, ).

e R
Exercice 5 : Soit f : R? — R une fonction de classe ¢!

1. Soit (a, b) € R?. Calculer la dérivée de la fonction F : R — R définie par
VteR, F(t)=f(a+t,b+1)— f(a,b).
2. Montrer que la fonction f vérifie la relation
V(a,b,) eR®, fla+t,b+1) = f(a,b).

si et seulement si f est solution de I'’équation aux dérivées partielles

of [of

0.
0x 0dy

Jérome VON BUHREN
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I.C - Dérivées partielles d’ordre 2

Définition (Dérivées partielles 2) : Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U de RP.
Les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f sont, sous réserve d’existence, les dérivées partielles d’ordre 1

0 0
des applications O_J{I’ cee %.

0 (0
Notation : La fonction P (—f) =0;(0; f) estla i-eme dérivée partielle de la j-eme dérivée partielle de f. On la
X Xj
2
note plus simplement e oud;;f.
i0Aj

02 82 02 02
Remarque 8: Dans le cas ol p =2, les dérivées partielles d’ordre 2 sont notées —f, —f, / et —f
0x?’ dxdy’ dydx  0y?

Définition (Fonction de classe ¢2) : Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert U de R”.
On dit que f est de classe €2 sur U si ses dérivées partielles d’ordre 2 existent en tout point de U et si elles sont
continues sur U.

Proposition (Opérations sur les fonctions de classe ©?) : Soient f : U — R et g : U — R deux fonctions de
classe ¢’ définies sur un ouvert U de RP.

(i) Pour tout A € R, les fonction f + Ag et fg sont de classe €’ sur U.

(ii) Silafonction g ne s’annule pas sur U, alors la fonction ]_c est de classe €2 sur U.

(iii) La composée de deux fonctions de classe 6 est une fonction de classe 4.

Exemples 7 :
a) Les fonctions polynomiales f : R” — R sont de classe ¢ sur R.

b) Les fonctions rationnelles sont de classe €2 sur leur ensemble de définition.

Théoréme de Schwarz: Si f: U — R est une application de classe 4 définie sur un ouvert U de R”, alors

’f  0°f

axiax]‘ B axj‘axi.

v, j) € [1, p]%

DEMONSTRATION HORS PROGRAMME

4 )
Exercice 6 : Soit f : R> — R 'application définie par

3

xy )
5 0,0
0 sinon.
1. Montrer que f est de classe ¢! sur R?.
0° 0°
2. Calculer les dérivées partielles / (0,0) et / (0,0).
0x0y 0y0x

3. Lapplication f est-elle de classe ¢ sur R??

http://vonbuhren.free.fr
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e )
Exercice 7 : Déterminer les fonctions f : R?> — R de classe ¢! vérifiant
0 0
—f(x, y) = yeV+3 of (x,y) = e'y
. 0x . 0x
(@) A (i7) A
g(x y) = xeV g(x y) = e*+2y
ay ’ ) ay ’ )
0 0
—f(x, y) = sin(xy) —f(x, y) = e’ + ycos(xy)
L 0x . 0x
(iii) | of (iv) 1 of
a(x, y) = cos(xy), 3y (x,y) = xcos(xy).
. J
Définition (Matrice hessienne) : Soit f : U — R une fonction de classe ¢’ définie sur un ouvert U de R”.
2
La matrice hessienne de f au point a € U est la matrice Hy(a) = ( (a))
0xi0Xj i, jyef,pl?
Remarque 9: En particulier, pour p =2 et a = (x, o) € U,on a
62 2
W(-’COJ/O) axay (.X'(), J’O)
H¢(xo, yo) = € Mr[R).
0 f 0’ f

dyox (x0, yo) a—yz(xo, Yo)

On déduit du théoreme de Schwarz que la matrice hessienne H (X0, o) est symétrique réelle, donc elle est diago-
nalisable dans .5 (R) par le théoréme spectral.

Formule de Taylor-Young 2 Pordre 2 : Soit f : U — R une fonction de classe ¢’ définie sur un ouvert U de RP.
Pour tout point a € U et tout v = (vy,..., Up) €eRP,ona

k=1 0 k 2 axiaxj

P 5 1P P 52
fla+v) Ufopf(a)+(27f(a)vk)+—(zz f (@v;v;|+o(lvl?)

v—

= fl@+Vf@ v+ %UTHf(a)va o(llvllz).
RP

DEMONSTRATION HORS PROGRAMME

Remarques 10:
a) Danslaseconde formule ci-dessous, on regarde les vecteurs de R” comme des matrices colonnes de .#,1 (R).

b) Ennotant (-|-) le produit scalaire euclidien canonique sur R?, la formule ci-dessus se réécrit

1
fla+v) o pf(a)+<Vf(a) | v>+E<VHf(a)v| U>+0(I|y”2).

Jérome VON BUHREN
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I.D - Méthode - Résoudre une équation aux dérivées partielles

Il n'y a pas de méthode générale de résolution pour les équations aux dérivées partielles. On utilise souvent des
changements de variable qui sont donnés dans les énoncés. Nous allons traiter plusieurs exemples.

Exemple 8 (Transformation affine) : On souhaite déterminer les fonctions f : R? — R de classe ¥ vérifiant

or [ of _

ox dy £ @B

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise le changement de variable

u+v u—v
(w,v)=x+y,x-y) < (x,y)=( 7 2 )

D’apres le théoréme de dérivation d'une composée, la fonction F : R? — R définie par

V(u, v) €R?, F(u,v):f(u+v ”_”)

)

2 2
x y
est de classe ¢! et on a
OF _of 0x af dy _l(af of
au(u, V) = ax(x,y) au(u, v)+6y(x,y) au(u, v)—2 ax(x,y)+ay(x,y) .

On en déduit que f est solution de (E) si et seulement la fonction F vérifie

OF 1

ou 2
En remarquant que cette derniére est une équation différentielle d’ordre 1 en la variable u, on en déduit que f est
solution de (E) si et seulement si il existe une fonction 4 : R — R de classe ! telle que

u
V(u,v)eR?,  F(u,v)=h(v) exp(g).
Finalement, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

f:x, )= hx-y) exp(%)

ol i : R — R est une fonction de classe %!.

4 )
Exercice 8 : Déterminer les fonctions f :R? — R de classe ¢! vérifiant

of ,0f _
o 3ay_o. (E)

On pourra utiliser le changement de variables (u, v) = 2x + y,3x + y).
L
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Exemple 9 (Coordonnées polaires) : On souhaite déterminer les fonctions f:R* x R — R de classe ¢! vérifiant
x—+y—=—=0. (E)

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise les coordonnées polaires (x, y) = (r cos(0), r sin(9)).
D’apres le théoréme de dérivation d’'une composée, la fonction F: R} x

T
——,—[ — R définie par
2 2

Y(r,0) e R} x

T .
_5,5[, F(r,0) = f(rcos(®),rsin(9))

x y
est de classe ¢! et on a
OF oy e %02 ). O
ar(rﬁ)—ax(x,y) ar(r,(9)+ay(x,y) ar(r,B)
_ of 0 9f _1( of of )
=cos(0) 3x (x,y) +sin(0) 3y (x,y) = ol Coe x,N+y 3y x,].

On en déduit que f est solution de (E) si et seulement la fonction F vérifie

OF

r 6F_0
or

0 — =0.
or

T
Ainsi, la fonction f est solution de (E) si et seulement si il existe g: ] 23 [ — R de classe ¢! telle que

. T 3
V(RO eRI x|-Z, 2|, F(r0)=go).
Comme 6 = Arctan(y/x) pour tout (x, y) € R} xR, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
: _ Y
f:x,9)—g (Arctan ( e ))

oll g:]—n/2,m/2[ — R est une fonction de classe ¢'.

. ™
Exercice 9 : Déterminer les fonctions f:R* x R — R de classe ¢! vérifiant
of  of
L _xL=f (E
Yoxr Yoy B
On pourra utiliser les coordonnées polaires.
|
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Exemple 10 (Une équation aux dérivées partielles d’ordre 2) : On souhaite déterminer les fonctions f : R> — R
de classe 6 vérifiant
0*f 0 L f _

0x2 “0xdy 0y?

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise le changement de variable

(E)

(wv)=xx+y) < &y =Wwv-u.
D’aprés le théoréme de dérivation d'une composée, la fonction F : R? — R définie par

2 = -
Y(u,v) e R, F(u,v)—f(\L’t_‘,v u)
X y

est de classe €2 et on a

oF . _O0f . 0% of . .oy, . _of . of
au(u,v)—ax(x,y) au(u, v)+6y(x,y) au(u, v)—ax(x,y) ay(x,y).

En appliquant une seconde fois la formule de dérivation, on obtient que

&2F of of o (0f of
5;;§(u,l’ = 3 (Ei; —'——')( X, ¥)- ——-( u,v) + _i; (E;;'—'z;;)( ). 5"(” V)
02 2
——f( X, y)—2 L (x,y)+7f(x,y).

On en déduit que f est solution de (E) si et seulement la fonction F vérifie

’r o

ou?

Ainsi, la fonction f est solution de (E) si et seulement si il existe deux fonctions h, k : R — R de classe € telles que
V(u,v)€R?,  F(u,v)=h@)u+ k).

Finalement, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

f:x, )= hx+y)x+kx+y).

ou h:R— Ret k:R — R sont deux fonctions de classe 2.

4 )
Exercice 10 - Equation des ondes : Soit c € R*. Déterminer les fonctions f : R? — R de classe ¢ vérifiant

*f _19f
0x2 2 a1’

On pourra utiliser le changement de variables (u, v) = (x + ct, x — ct).
.
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Il Extremums d'une fonction de plusieurs variables
ILILA - Généralités

Définition (Extremum global) : Soit f : Q — R une fonction définie sur une partie Q de R”.

(i) On dit que la fonction f admet un maximum global en un point a € Q et que f(a) est le maximum global
de la fonction f si f(x) < f(a) pour tout x € Q.

(ii) On dit que la fonction f admet un minimum global en un point a € Q et que f(a) est le minimum global
de la fonction f si f(x) > f(a) pour tout x € Q.

(iii) On dit que la fonction f admet un extremum global en un point a € Q et que f(a) est un extremum global
de la fonction f si elle admet un maximum global ou un minimum global en a.

Définition (Extremum local) : Soit f: Q — R une fonction définie sur une partie Q de RP.

(i) On dit que la fonction f admet un maximum local en un point a € Q et que f(a) est un maximum local de
la fonction f s’il existe un réel r > 0 tel que

VxeB(a,r)nQ, [fx)<f(a.

(ii) On dit que la fonction f admet un minimum local en un point a € Q) et que f(a) est un minimum local de
la fonction f s’il existe un réel r > 0 tel que

VxeB(a,r)nQ, [fx)=f(a.

(iii) Onditque f admet un extremum local en un point a € Q) et que f(a) est un extremum local de la fonction f
si elle admet un maximum local ou un minimum local en a.

Ilustration : Pour p = 2, on peut repérer les extremums d'une fonction sur sa surface représentative.

Maximums locaux

7

N

/

Saedy
N

l/////
global

Remarques 11 :
a) Un extremum global est aussi un extremum local.

b) Laréciproque de cette propriété est fausse comme on peut I'observer sur la surface précédente.
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Définition (Point critique) : Soit f: U — R une fonction de classe "' définie sur un ouvert U de R”.
On dit que a € U est un point critique de f sile gradient V f(a) est nul.

Exemple 11: La fonction f : (x, ) — xy admet (0,0) € R? pour unique point critique.

Proposition 2 : Soit f : U — R une application de classe "' définie sur un ouvert U de R?. Si f admet un extre-
mum local en un point (xo, yo) € U, alors (xp, yo) est un point critique de f.

ATTENTION : La réciproque de la proposition précédente est fausse. Par exemple, si on considére f : R> — R
définie par f: (x,y) — x% - y2, alors (0,0) est un point critique de f, mais f n'admet pas d’extremum local en (0, 0).
On peut tracer la surface représentative de f.

Théoréme 1 : Soit f : U — R une fonction de classe ¢’ définie sur un ouvert U de R?. On suppose que f admet
un point critique a € U.

(i) Si Hy(a) est définie positive (i.e. Sp (H f(a)) cRY), alors f admet un minimum local (strict) en a.
(ii) Si Hy(a) est définie négative (i.e. Sp (Hy(a)) < R*), alors f admet un maximum local (strict) en a.

(iii) Si Hy(a) n'est pas positive (i.e. Sp (Hf(a)) ¢ R,), alors f n"admet pas de minimum en a.

(iv) Si Hy(a) n'est pas négative (i.e. Sp (H f(a)) #R_), alors f n"admet pas de maximum en a.

Remarques 12:

a) Avec les notations du théoréme ci-dessus, si H r(a) n’est ni positive ni négative, alors f n'admet pas d’extre-
mum local en a. Dans ce cas, on dit que a est un point col ou point selle de f.

b) Si f admet un maximum local en a € U, on dit que ce maximum local est strict il existe un réel r > 0 tel que
pour tout x € B(a,r)NnU avec x # a, on a f(x) < f(a).

¢) Si f admet un minimum local en a € U, on dit que ce minimum local est strict s'il existe un réel r > 0 tel que
pour tout x € B(a,r)nU avec x # a,on a f(x) > f(a).
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m Chapitre 16 - Fonctions de plusieurs variables

Dans le cas p =2, en notant A € R et € R les valeurs propres de la matrice symétrique réelle Hy(a), alors nous
savons que det (H f(a)) = Au et que tr (H f(a)) = A+ y, nous pouvons reformuler le résultat précédent avec le dé-
terminant et la trace de la matrice hessienne de f au point a.

Corollaire 3 : Soit f : U — R une fonction de classe > définie sur un ouvert U de R?. On suppose que f admet
un point critique a € U.

(i) Sidet(Hp(a))>O0ettr(Hp(a))>0,alors f admet un minimum local (strict) en a.

(ii) Sidet(Hs(a))>O0ettr(Hs(a))<0,alors f admet un maximum local (strict) en a.

(iii) Sidet(Hg(a)) <0, alors f admet un point col en a.

ATTENTION : Dans le cas p = 2 si au moins une des valeurs propres de la matrice H(a) est nulle, le corollaire
ci-dessus ne permet pas de conclure.
Exemple 12: On souhaite étudier les extremums de I'application f : R? — R définie par

Vix,y) ER?,  flx,y) =x*+y* —4xy.

Lapplication f est de classe 4 sur la partie ouverte R?. D’apres la proposition 2, les extremums se trouvent en
des points critiques de f. Un point (x, y) € R? est un point critique de f si et seulement si

of o
a(x,J/) = 4x3_4y =0 y =x3
V=0 o © 3 < { 9

of _ 4y’ —4x =0 x7 =X

—(x,y) =0

dy

On en déduit que les points critiques de f sont (0,0), (1,1) et (—1,—1). La matrice hessienne de f en (xy, yp) est
12x> -4
Hp (X0, yo) = ( _40 12y§) € Mr(R).

* En (xo, yo) = (0,0), on a det(H(xo, yo)) = —16 < 0, donc f admet un point col en (0,0).

* En (xg, yo) = £(1,1), on adet (H(xo, yo)) = 128 > 0 et tr (Hf(xg, o)) = 24 > 0, donc f admet un minimum local
en +(1,1). La valeur de ce minimum local est f(1,1) = f(-1,-1) = -2.

De plus, on remarque pour tout (x, y) € R? que
fooy) —fELE) =xt+yt—dxy+2=(* -2+ -D%+2(x-p)? >0,

donc f admet un minimum global en +(1,1).

. ™
Exercice 11: On considere I'application f : R3 — R définie par

f:(x,,2) — x>+ y* + 2% + 2xyz.
1. Déterminer les extremums locaux de f et leur nature.

2. L'application f admet-elle un extremum global?
J

r ~\
Exercice 12 - Régression linéaire : Soient ((x1,1),...,(xp, ¥p)) € ([Rz)p tel que xi,..., X, ne soient pas tous
égaux. On considere la fonction f : R> — R définie par
P 2
f:la,b)— ) (yx—axy—Db)
k=1

1. Montrer que f admet un unique point critique (a, ) € R?.

2. Montrer que f admet un minimum global en (a, ) € R2.
\ J
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II.LB - Méthode - Extremums globaux d’une fonction de deux variables

On considere une application f : Q — R continue sur une partie non vide, fermée et bornée de R?. On suppose que
f est de classe €' sur l'intérieur U de la partie Q. La méthode ci-dessous permet de déterminer les extremums
globaux de I'application f sur Q.

1)

2)

3)
4)

On vérifie que Q est une partie fermée et bornée de R? et que f est une application continue, ce qui justifie
que f admet un maximum et un minimum sur Q par le théoréeme des bornes atteintes.

En notant U l'intérieur de Q, on justifie que 'application f est de classe €' sur I'ouvert U. On détermine les
points critiques de I'application f : U — R, puis on calcule I'image par f de chacun de ces points.

On détermine les extremums de f surle bord Q\ U de Q2 en se ramenant a I’étude de fonctions a une variable.

On conclut en comparant les différentes valeurs candidates de f calculées précédemment.

Exemple 13 : On souhaite déterminer le maximum de la fonction f: [0, 112 — R définie par

1y

2)

3)

xX+y

, _ Xy
Y(x,y)€l0,115, f(x,y)= (1+x2)(1+y2)'

La fonction f est continue sur Q = [0,1]? qui est fermée et bornée, donc elle admet un maximum sur [0, 1]?
par le théoreme des bornes atteintes.

La fonction f est de classe ¢! sur 'ouvert U = 10, 1[2. Les points critiques de f sur U sont les solutions de

of 1-2xy—x*

Xy =0 Trazars -0
Vi y=0 o { 9% o { d+x720+)?)

of 1-2xy—y?

2Ly =0 — T 0.

oy ™Y (1+x2)(1+y?)2

Ce systéeme admet le couple (1/v/3,1/v/3) comme unique solution dans U = ]0,1[?, donc c’est le seul point
critique de I'application f dans U. La valeur de f en ce point est

f( 1 1 ) _3v3
V3 V3 8
Les points du bord B = Q\ U de Q s’écrivent sous la forme (0, £), (¢,0), (1,£) ou (¢,1) avec ¢ € [0,1]. On en

déduit que les valeurs prises par I'application f sur le bord B sont exactement les valeurs prises sur [0, 1] par
les fonctions

hi:t— f(0,1), hy:t— f(£,0), hg:t— f(1,t) et hy:t— f(t,1).

Pour tout ¢ € [0,1], on a les expressions

1+¢
hi(2) = ha (1) = et h3(t) =ha(1) = >

1+ 12 (1+12)°

En effectuant des études de fonctions d'une variable, on obtient les tableaux de variations suivants.

t | 0 1 t |0 VZ-1 1

% V2+1

1
0 2

D=

On en déduit que le maximum de f sur le bord B de Q2 est

1 V2+1| v2+1
27 4 ) 4

mBaX(f) = max(

et qu'il est atteint aux points (v2—1,1) et (1, vV2-1).
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4) On conclut que le maximum de f sur Q = [0,1]? est

3v3 v2+1) 3Vv3
max(f) = max , =
Q 8 4 8

1 1
et qu’il est atteint au point (—, —)
V3 V3

On peut tracer la surface représentative de la fonction f.

I 7>
3V3 E----"""_ G ST T T T F F T
= e
” L 77—~ 2L
77777

7 7
T,

1

L 10

V3 y
X

Il n’est pas évident d’observer sur le graphique ci-dessus que la valeur que nous avons trouvée est bien le maxi-
mum de la fonction f. Il est plus facile de le constater en utilisant les deux angles de vue suivants.

Exercice 13 : Déterminer les extremums globaux de la fonction f : [0, 112 — R définie par

fix, ) —2x2+2y> —xy—x—y.
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| 1qi (I Applications géométriques

III.A - Courbes planes définies par une équation cartésienne

Dans cette sous-partie, on considére une application g : U — R de classe 4! ol1 U est un ouvert non vide de R.

Définition (Courbe plane implicite) : La courbe plane implicite d’équation cartésienne g(x,y) = 0 est I'en-
semble des points (x, y) € U vérifiant g(x, y) = 0.

Exemples 14 :

a) Si % estla courbe représentative d’'une application i : I — R de classe ¢! ol I est un intervalle de R, alors ¢’
est la courbe d’équation y — h(x) = 0.

b) Le cercle ¢ de centre (xg, yo) € R? et de rayon R > 0 est la courbe d’équation (x — x0)? + (y — yo)? — R? = 0.

Remarques 13 :

a) Cette définition est un peu trop générale, mais elle a le mérite d’étre simple et on s’en contentera a notre
niveau. Par exemple, si on consideére la fonction g : R> — R définie par g : (x,y) — x? + y?, alors la courbe
implicite d’équation g(x,y) = 0 est réduite au seul point (0,0), ce qui n’est pas trés satisfaisant pour une
courbe.

b) Une courbe peut étre décrite par différentes équations cartésiennes. Par exemple la droite d’équation x+y =0
admet aussi (x + y)? = 0 comme équation cartésienne.

Définition (Point régulier) : Soit %" la courbe d’équation g(x, y) = 0. Un point (xp, o) € % est dit régulier si
Vg(xo,yo0) #(0,0).

Dans le cas contraire, on dit que le point (xp, ) € % est singulier.

Exemple 15: On consideére la courbe plane ¥ d’équation cartésienne
x3+y3—3xy=0.
—_—
gx,y)
Un point (x, y) € € est singulier si et seulement si

3x% -3y 0 y = x2 y o= 2
2 < 4 < 2
3y°=3x = 0 x*=x =0 x(x—-Dx"+x+1)

Vgx,y)=(0,00) < {

Il
e

Les solutions du systeme ci-dessus sont {(0,0), (1,1)}, mais comme (0,0) € ¢ et (1,1) ¢ €, on conclut que (0,0) est
I'unique point singulier de la courbe %

Remarque 14 : On admet le théoréme des fonctions implicites (hors-programme) : si (xg, yo) € % est un point
régulier de la courbe, alors € est le graphe d'une application au voisinage du point (xg, yo). Plus précisément, il
existe deux intervalles ouverts I et J de R tels que (xg, yo) € I x J< U et

« soit il existe une application ¢, : I — J de classe ¢! telle que

Vo elx], (fup=0 o y=¢i(x) ).
« soit il existe une application ¢, : J — I de classe ¢! telle que

Y, elx], (flx,)=0 < x=¢2() ).

On en déduit que la courbe ¥ admet une tangente au point (xo, yo).
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Hlustration: On peut tracer la courbe ¢ de I'exemple précédent dont d’équation cartésienne est x>+ y> —3xy = 0.

y

On observe sur la courbe que
* au voisinage du point régulier A de %, on peut exprimer y en fonction de x ou x en fonction de y;
* au voisinage du point régulier B de %, on peut exprimer x en fonction de y;

* au voisinage du point singulier O de %, il n’est pas possible d’exprimer y en fonction de x et il n’est pas
possible d’exprimer x en fonction de y.

Théoréme (Tangente en un point régulier) : Soit % la courbe implicite d’équation g(x, y) = 0.
Si (x0, o) € € est un point régulier de la courbe %, alors la courbe ¥ admet une tangente en (xg, yo) dont un
vecteur normal est Vg(x, yo).

Remarque 15 : Si le point M(xp, yp) est un point régulier de la courbe d’équation g(x,y) = 0, on en déduit une
équation cartésienne de la tangente .7 en (xy, yo) avec les équivalences

x—xo) —0

Y—=Jo

0g
a(xo,yo) >

Ax,p)e 7 < <]_\/I71|Vg(x0,y0)>:0 2= <( dg
E(xo,yo)

o -2 2 (o0, 700+ = 100 2 (0, y0) = 0
oax 0, )0 Y=Y 3y 0,Y0) =0.
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Exemple 16 : On consideére la courbe plane ¥ d’équation cartésienne
x3+y3—3xy:0.
[ —
8x,y)

33 33
On remarque que g (5, 5) =0, donc le point M de coordonnées (5' 5) appartient a . Nous avons vu précédem-
ment que le seul point singulier de la courbe % est (0,0), donc M est un point régulier de la courbe et on a

-4
§l22) 1) 7 »

On en déduit que ¢’ admet une tangente .7 au point M dont un vecteur normal est (1, 1). Une équation cartésienne

de T est
3 3
x_i \Y §§ =0 < x_i 1 =0 < +y-3=0
3 g 2;2 = 3 1 = x+y =0.
y—= y-=

2 2
On peut représenter la courbe et sa tangente sur le graphique ci-dessous.

y

)

4 N\
Exercice 14 - Ellipse : Soient a, b > 0. Soit € la courbe plane d’équation

x2 y2

a2+ﬁ=1.

1. Déterminer les points réguliers de &

2. Donner en ces points une équation de la tangente a 4.
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Définition (Ligne de niveau) : Soit A € R. Lensemble des points (x, y) € U vérifiant la relation g(x,y) = 1 est
appelé ligne de niveau A de I'application g.

Exemple 17: On considére 'application g : R* — R définie par g : (x,y) — (x + y) exp (—x* — y?).
On peut tracer la surface représentative de la fonction g et ses lignes de niveau.

Remarques 16:
a) Les lignes de niveau sont utilisées sur les cartes topographiques. L'altitude est constante le long de chacune
des lignes sur ces derniéres, ce qui permet de représenter le relief.
b) On retrouve également les lignes de niveau sur les cartes de pression atmosphérique utilisées en météorolo-
gie. La pression est constante le long de chacune des lignes sur ces dernieres.

Proposition 3: Le gradient de g est orthogonal aux lignes de niveau de g et il est orienté dans le sens des valeurs
croissantes de g.

Exemple 18: On peut placer quelques vecteurs gradients sur les lignes de niveau de 'exemple précédent.

2 2 > X T X ~N v Y Yy T~ A 0,6
0,5

A > 4 ¥ YN 4
0,4

4
1| : 1m0 NC v ] 03
yor A > £\ 4 0.2
< P / R I <« 0,1
y o of : Yy oo [« LA )< | 0
< |« < -0,1
. N -0,2
-1 8 -11, X 0,3

4L L\ g ) > A H
-0,4

/'S
s X s s -0,5
-2 | | | -2 by Yy vy A4
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
x x
(Exercice 15: Représenter quelques lignes de niveau et quelques gradients de g : (x, y) — x% + y% — 2x. ]
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III.B - Surfaces de 'espace définies par une équation cartésienne
Dans cette sous-partie, on consideére une application g : U — R de classe 4! ol1 U est un ouvert non vide de R3.

Définition (Surface implicite de 'espace) : La surface implicite de 'espace d’équation g(x,y,z) = 0 est I'en-
semble des points (x, y, z) € U vérifiant g(x, y, z) = 0.

Exemples 19:

a) Si.7 estlasurface représentative d'une application 4 : O — R de classe %! oi1 O est un ouvert de R?, alors .
est la surface d’équation z — h(x, y) = 0.

b) Lasphere de centre (xo, yo, z0) € R® et de rayon R > 0 est la surface d’équation
(x—x0)* + (y = yo)* + (2 — z9)* — R* = 0.

Remarques 17:

a) Cette définition est un peu trop générale, mais elle a le mérite d’étre simple et on s’en contentera a notre
niveau. Par exemple, si on considere la fonction g : R — R définie par g : (x, y,2) — x> + y?, alors la surface
implicite d’équation g(x, y, z) = 0 est une droite, ce qui n’est pas tres satisfaisant pour une surface.

b) Une surface peut étre décrite par différentes équations cartésiennes. Par exemple le plan d’équation x+z =0
admet aussi (x + z)> = 0 comme équation cartésienne.

Définition (Point régulier) : Soit . la surface d’équation g(x, y, z) = 0. Un point (xy, yo, 20) € - est régulier si
Vg(xo, yo, 20) # (0,0,0).

Dans le cas contraire, on dit que le point (xy, yo, z9) € -7 est singulier.

Remarque 18: On admet le théoreme des fonctions implicites (hors-programme) : si (x, yo, 29) € -7 est un point
régulier de la surface, alors . est le graphe d’'une application au voisinage du point (xy, yo, 29). Plus précisément,
il existe trois intervalles ouverts I, J et K de R tels que (xp, yo,20) € I x Jx K< U et

« soit il existe une application ¢ : J x K — I de classe ¢! telle que
Yx,p,2€lxJxK, (flx,y,2=0 < x=¢1(32 ).

« soit il existe une application ¢, : I x K — J de classe ¢! telle que
YV, p,20€lxJxK, (fx,2=0 < y=¢(x2) ).

« soit il existe une application 3 : I x ] — K de classe €' telle que
Vi, y,20eIxJxK, (flx,y2=0 < z=¢s3(x) ).

On en déduit que la surface . admet un plan tangente au point (xo, yo, 20)-
Théoreme (Plan tangent en un point régulier) : Soit .7 la surface d’équation g(x, y,z) = 0.

Si (X9, Yo, 20) € - est un point régulier de la surface .7, alors la surface . admet un plan tangent en (xy, yo, 20)
dont un vecteur normal est Vg(xo, yo, Zo).
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Remarque 19 : Si le point M(xy, yo, z0) est un point régulier de la surface d’équation g(x, y, z) = 0, on en déduit
une équation cartésienne du plan tangent & en (xy, yo, Zo) avec les équivalences

g_i (x()y Yo, ZO)

X— X0
_ 0
Ax,y,2)eZ < <MA|Vg(xo,J/0»Zo)>=0 < <(J’—J’0)‘ a—g(xo,J’o,Zo) >=0
zZ—20 6;
&(xOryOrZO)

= (x—x)a—g(x zo) +(y— )G_g(x z)+(z—z)a—g(x z9) =0
0 ox 0, Y0, 20 Y=Y 3y 0, Y0, 20 0 0z 0, Y0,20) = U.

Exemple 20 : On considere la fonction g : R® — R définie par g : (x, y,z) — x? + y? + z% — 1. La fonction g est de
classe ¢! sur R% eton a
V(x,3,2) €R®, Vg(x,y,2) = (2x,2,22).

En particulier, on obtient que tous les points de la surface . d’équation g(x, y, z) = 0 sont réguliers. On en déduit
que . admet un plan tangent & en tout point (xg, o, 2o) € - dont un vecteur normal Vg (xy, yo, 2o). Une équation
cartésienne de & est

X — Xo X — Xo 2Xp
< Y=o ‘Vg(xo,yo,z0)>:0 = < Y=o ‘ 2¥0 >:0 < x0x+y0y+z0z:x§+yg+zg‘.
zZ—2 Z— 2 22z

2 . 2 2 2 _ y 2 . s 2z . .
Comme (xo, yo, Zo) € -, on en déduit que xj + y5 + z; = 1, donc I'équation précédente se simplifie en
XoX+ Yoy +20z2=1.

On peut représenter la surface et son plan tangent & au point M (xy, ¥, Zo) sur la figure ci-dessous.

Jérome VON BUHREN
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4 )
Exercice 16 : Soit . la surface de 'espace d’équation

3x? +4xy+2yz+4xz=0.

1. Déterminer les points réguliers de ..

2. Donner en ces points une équation cartésienne du plan tangent a .7

Définition (Courbe tracée sur une surface) : Soit .7 la surface d’équation g(x, y, z) = 0.
Une courbe tracée sur.¥ est une application y = (x, y,z) : I — R3 de classe ¢! telle que

viel, g(y®)=g(x®),y®,z(0)=0.

Remarques 20:
a) D’une point de vue géométrique, la courbe € = {y(t) € R3 | ¢ € I} est incluse dans la surface ..

b) Siy'(tp) # 0 avec f, € I, alors on peut vérifier que la droite passant par y(#) et dirigée par y' () est la tangente
ala courbe %. Dans ce cas, on dit que y(fp) est un point régulier de la courbe.

Exemple 21 : La fonction vectorielle y : [-7/2,7/2] — R® définie par
y:t— (cos(12¢)cos(1),sin(12¢) cos(t),sin(z))
est une courbe tracée sur la la sphere . d’équation x* + y? + z> =1, caron a
(cos(121) cos(1))* + (sin(121) cos(r)* + (sin(r))* = cos?(£) +sin?(£) = 1.

On peut tracer la courbe définie par la fonction y.

05|

-
=
—

Proposition 4 : Si % est une courbe tracée sur une surface . et si M est un point régulier a la fois de . et de €,
alors la tangente en M a ¢ est incluse dans le plan tangenten M a ..
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