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m Espaces vectoriels normés

Dans toute la feuille, on désigne par K le corps R ou le corps C.

|11l Normes sur un espace vectoriel

Exercice 1: Soient N; et N, deux normes sur un espace vectoriel E.
1. Montrer que N = max(Nj, N») est une norme sur E.

2. Exprimer la boule unité de N avec les boules unités de N; et N,.

Exercice 2: Soit (ay,...,a,) € R". On définit N : R"” — R par
V(X1,...,x0) ER",  N(x1,...,%5) = arlx1] + - + anlxpl.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur (a,...,a,)
pour que I'application N soit une norme sur R”.

2. Sous cette condition, étudier siles normes N et || - [|; sont équivalentes.

Exercice 3 : On considere ’ensemble

/2([R) :{uelRN

> |ty |2 <+oo}.

neN

1. Montrer que £%(R) est un sous-espace vectoriel de RN,
2. Montrer que I'application N : #%(R) — R définie par

+oo 1/2
VueR", N(w= (Z ufl)

n=0

est une norme sur #2(R).

Exercice 4 : Pour tout k € [1,3], on définit I'application Ny : R[X] — R par

n n
(i) Ni(P)= ) lal, (i) Nz(P)Z\I lax|?, (iii) N3(P) =
k=0 k=0 0k

max |ag|
<

A

n
pour tout polynéme P = Z aka € R[X] avec n € N.
k=0
1. Montrer que les applications N;, N et N3 sont des normes sur R[X].

2. Montrer que les normes Nj, N, et N3 ne sont pas équivalentes deux a deux.

Exercice 5 : Soit E '’ensemble des suites réelles bornées u telles que uy = 0. On
considere lanorme || - ||l sur E et 'application N : E — R par

Yu=(up)nen € E, et N(u)=suplup+1—Unl.

neN

lulloo = sup [up|
neN

1. Montrer que || - |, et N sont des normes sur E.
2. Montrer que les normes N et || - ||, ne sont pas équivalentes.

Exercice 6 : Pour tout a € R, on définit N, : R[X] — R par
1
Ng(P) =|P(a)l +f0 [P'(1)|dt.

1. Pour tout a € R4, montrer que N, est une norme sur R[X].

2. Soit (a, b) € (R,)? avec a # b. Montrer que les normes N, et N, sont équiva-
lentes si et seulement si (a, b) € [0,1]2.

Exercice 7 : Soit .% = (ey,..., ep) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel
vectoriel normé E de dimension finie. On définit 'application N : £ (E) — K par

p
N:f—2 ||fedl-
k=1

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la famille .% pour que N
soit une norme sur .Z(E).
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1 CJ Il Suites dans un espace vectoriel normé

Exercice 8 : On considere la matrice

1(-1
=3

-2
5l 3 4)€///2(IR).

3 1
1. Montrer que P = X? — EX + 3 est un polyndme annulateur de A.

2. En déduire une expression de A” pour tout n € N.

3. Ftudier la convergence de la suite (A") ,en.

Exercice 9: Soit A € &7, (R) avec n € N*. Montrer que si la suite (AK) keN converge
vers une matrice M € .#,(R), alors M est la matrice nulle.

Exercice 10 : Soit A € .#,(Z) avec n € N*. Montrer que si la suite (AK) keN
converge vers la matrice nulle, alors A est nilpotente.

Exercice 11 : Soit A€ .#,(C) avec n € N*. On définit la suite (Sy) xen par

ko
VkeN, Sp=) A
i=0

1. Montrer que si la suite (Sg) xeny converge, alors la suite (Ak) keN converge vers
la matrice nulle.
2. On suppose que (AF) ey converge vers la matrice nulle.

(a) Montrer que la matrice I,, — A est inversible en étudiant son noyau.

(b) Calculer (A —-1,)Sk pour tout k € N et en déduire que la suite (Sg)ken
converge vers (I, — A)_l.

3. On considére une norme || - || sur .#,(C) vérifiant la propriété
V(M,N) € #,(C)?, IIMN| <M INI.

Montrer que la boule B(I,;, 1) pour la norme || - || est incluse dans GL, (C).

Exercice 12: Si (a,),en désigne la suite des coefficients de P € R[X], on note
aj

N(P) =max|- .
1+1

ieN
1. Montrer que N est une norme sur R[X].
2. Montrer que la suite (X"*) converge vers 0.
3. Soit P e R[X] de degré d > 0.

(a) Montrer que (1,..., X9, X% _ P .. ) est une base de R[X].
(b) Construire une norme N sur R[X] telle que (X™) converge vers P.

141 (B IIM Espaces vectoriels normés de dimension finie

Exercice 13: Soit n € N*. On définit une application N : .#,(C) — R par

VAe.#,(C), N(A)=n max |a;l.

1<i,j<n

1. Montrer que N est une norme sur ./, (C).
2. Montrer que N(AB) < N(A)N(B) pour tout (A, B) € .4, (©)2.

3. Montrer que si || - || est une norme sur .#,(C), alors il existe K > 0 tel que

V(A,B) € .4, (C)*, |ABI<KIAIIBI.

Exercice 14 :

1. Montrer pour tout n € N qu’il existe un réel 1, > 0 tel que

1
VP eR,[X], f|P(r)|dt>An sup [P(0)].
0 te[0,1]

2. Montrer que la suite (1,) zen converge vers 0.
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