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m Espaces préhilbertiens réels

Produit scalaire et norme

Exercice 1: Soit (x, y,z) € R3 tel que 2x2 + y? + 522 < 1.
1. Montrer que (x + y + 2)*> < 17/10.
2. Ftudier le cas d’égalité.

Exercice 2 : Soit (x,...,x,) € R™.
1. Montrer que

2. Ftudier le cas d’égalité.

Exercice 3 : Soit f : [0,1] — R une fonction continue et positive. Pour tout n € N,
on note

1
I, :f t" f(r)dt.
0

Montrer pour tout (m,n) € N? que I2,, ,, < Ly Loy

Exercice 4: Soient E un espace préhilbertien réel, a € E un vecteur unitaire et un
scalaire k € R. On définit ¢ : E x E — R par

Vx,y) € E*, @,y = x|y +kxla)yla).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur k pour que ¢ soit un pro-
duit scalaire sur E.

Orthogonalité

Exercice 5: On munit.#,(R) du produit scalaire (A, B) — tr (AT B).

1

1. Montrer que .Z;(R) = .7, (R) & o7, (R).

2. Montrer que pour toute matrice A € .#,(R), on a tr(A)? < ntr(AT A). Préciser
les cas d’égalité.

3. Montrer que F = {M € .Z,([R) | tr(M) = 0} est un sous-espace vectoriel de
'espace vectoriel .#},(R). Préciser sa dimension.

4. Déterminer FL.

Exercice 6 - Polynémes de Laguerre: On définit ¢ : R[X] x R[X] — R par

+00
V(RQ) eRIX], w(RQ):fO P(HQ(De " dt.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
2. Calculer ¢(X™, X™) pour tout (m, n) € N?.

3. Déterminer une base orthonormée de R, [X].

Exercice 7 - Polynémes de Legendre : On définit ¢ : R[X] x R[X] — R par

1

YRQERIXE, pRQ)= [ POQWAL
Pour tout n € N, on définit le n-iéme polyndme de Legendre par
Pu(X) = [(x?-1"".

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
2. Montrer que (Py),en €st une base orthogonale de R[X].

3. Montrer pour tout n € N que

1Pall =27ty ——.
2n+1
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Exercice 8: Soit E un espace préhilbertien réel. On considére deux sous-espaces
vectoriels F et G de E.

1. Montrer que (F + G)L =F+tnGt
2. Montrer que F L+ Gt (FNnG)t avec égalité si E est euclidien.

3. Montrer que F c (F L avec égalité si E est euclidien.

Exercice 9 : Soit (ey,...,e,) une famille de n € N* vecteurs unitaires d’'un espace
préhilbertien E telle que

n
VXeE |xI*=) (x|en?.
k=1

Montrer que (ey,...,e,) est une base orthonormée de E.

111 (B IIM Projection orthogonale

Exercice 10 : On munit R? du produit scalaire euclidien canonique.
1. Déterminer la projection orthogonale sur H d’équation x -2y +z =0.

2. Calculer la distance de (a, b, ¢) € R au plan H.

Exercice 11 : On munit R* du produit scalaire euclidien canonique.

1. Déterminer la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel F d’équa-
tions

xX+y+z+t 0
x—y+z—-t = 0.

2. Calculer la distance de (a, b, ¢, d) € R* au sous-espace vectoriel F.

1
Exercice 12 : Déterminer le nombre inf (> — at— b)*dt.
(a,b)eR? Jo

Exercice 13: Soient n €N et ay,...,a, € R des nombres deux a deux distincts. On
définit une application ¢ : R, [X] x R, [X] — R par

n
V(BQ) eR,[X)?, @(RQ =Y Plap)Qax).
k=0
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

2. Calculer la distance d'un polyndéme Q € R, [X] au sous-espace vectoriel

ZP(ak):O}.

H= {PeRn[X]
k=0

3. Déterminer une base orthonormée de R, [X].

Exercice 14 : Soient E un espace euclidien et p € .Z(E) un projecteur. Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Lendomorphisme p est un projecteur orthogonal.
(ii) Pourtoutxe E,ona (p(x)|x)=0.
(iii) Pourtoutx€ E,ona ||p(x) || < x|l

(iv) Pourtout (x,y) € E? ona (px) 1Y) =& py).

Exercice 15 - Déterminant de Gram : Soit E un espace préhilbertien réel. Pour
toute famille (u,..., up) de vecteurs de E, on note G(uy, ..., up) le déterminant de
la matrice de .# »(R) dont le coefficient d'indice (i, j) est (u; | u; ).

1. Montrer que la famille (u, ..., up) estliée si et seulement si G(uy, ..., up) = 0.

2. Montrer que si (ey,...,ep) est une base d’'un sous-espace vectoriel F de E
alors pour tout x € E,

Gley,...,ep) x d(x,F)2 =Gley,...,ep, X).

3. Montrer que
Gler,...,ep) <llerl®... lepll.
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