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Chapitre 14 - Equations différentielles linéaires du second ordre

Introduction

Une équation différentielle d’ordre n € N* est une équation dont I'inconnue est une fonction y : I — R? dérivable
n fois et se présentant sous la forme

veel, f(ty@®),y®,....y"@®)=0
N . . . 1 s
otl f:Q — R¥ est une fonction continue sur une partie ouverte Q de R x (Rd)n+ . Dans les applications, les fonc-
tions représentent généralement des quantités physiques, leurs dérivées représentent leurs taux d’évolution et
I’équation différentielle est une relation entre les deux.

La notion d’équation différentielle est née a la fin du XVII¢ siécle lorsque Newton et Leibniz fonderent le calcul dif-
férentiel et le calcul intégral : de nombreux problémes issus de la géométrie ou de la mécanique conduisaient natu-
rellement a la résolution de systémes différentiels. A cette époque, résoudre une équation différentielle consistait
a écrire la solution générale de I'équation avec des fonctions élémentaires.

Au cours du XVIII® siecle, de nombreuses équations différentielles (linéaires, de Bernoulli, de Ricatti,...) ont été
résolues. En parallele, une nouvelle méthode de résolution (que nous étudierons) se développe : elle repose sur la
recherche des solutions sous la forme d’'une série entiére. Cependant cette derniére n’est pas employée rigoureu-
sement : les mathématiciens de cette période ne se préoccupent pas de la convergence de ces séries, considérant
qu’elles convergent inconditionnellement.

Jusqu’au XIX¢siecle, I'existence des solutions d'une équation différentielle était communément admise et on ne
cherchait pas en général a préciser les domaines ot ses solutions étaient définies. C’est Cauchy qui étudia pour
la premiére fois ces problemes dans les cours qu’il dispensait a 'Ecole Royale Polytechnique a partir de 1820. Il
montre, sous de bonnes hypotheéses, 1'existence et I'unicité d'une solution dans le voisinage d'un point donné.
En 1868, Lipschitz remarqua que le résultat de Cauchy subsiste avec des hypotheses plus faibles.

Les équations différentielles jouent un role de premier plan dans de nombreuses disciplines, notamment I'ingé-
nierie, la physique, 'économie et la biologie. Leur importance amena naturellement cette branche des mathéma-
tiques a devenir 'une des plus importantes de nos jours.

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier les équations différentielles linéaires scalaires du second ordre et quelques
méthodes de résolution de ces équations dans certains cas favorables.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C.

Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

Dans cette partie, on fixe un intervalle I de R contenant au moins deux points distincts et on considére des fonc-
tion continues a, b, ¢ : I — K. Nous allons étudier I'équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 définie par

y'+a@®y +by=c®) (E)
dont I'inconnue est une fonction deux fois dérivable y: I — K.

Remarque 1: On sait résoudre I'équation différentielle (E) lorsque les fonctions a et b sont constantes et la fonc-
tion ¢ est polynomiale ou de la forme c: t — Ae* o1 (4, 1) € K2.

Exemple 1: La tension u¢ aux bornes d'un condensateur dans un circuit RLC vérifie 'équation différentielle

5 )
“e  rcZEC L uc=um.

LC
o0r? ot
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I.A - Probleme de Cauchy

Rappelons qu'un probleme de Cauchy est un systeme composé d'une équation différentielle et d'une ou plusieurs
conditions initiales.

Théoréme de Cauchy : Soient #, € I et (yg, y1) € K?. Le probléme de Cauchy

y'+at)y +b()y = c(1)
yito) = »o
y(t) = n

admet une unique solution y: I — K.
DEMONSTRATION HORS PROGRAMME

Remarque 2: La méthode d’Euler permet de construire une solution approchée du probléme de Cauchy.

I.B - Structure de I'ensemble des solutions

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de 'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire
scalaire d’ordre 2.

Définition (Equation homogene) : L'équation homogene associée a I'équation différentielle (E) est I'équation
différentielle linéaire
V' +a@®)y +b)y=0. (H)

Théoreme de structure de 'ensemble des solutions :
(i) Lensemble des solutions de I’équation (H) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de .% (I, K).

(ii) Siyp:I— K estune solution (particuliere) de (E), alors les solutions de I'’équation (E) sont exactement les
fonctions de la forme y = yj, + yp ol y, : I — K est une solution de I'équation homogene (H).

Remarque 3 : On déduit du théoreme précédent que si y; : I — K et y» : I — K sont deux solutions de (H) non
colinéaires, alors (y1, y2) est une base de I'’ensemble des solutions .#; de (H). On en déduit que

S ={ay+py: 1=Kl (@ p) ek}

Exemple2: On considere sur I =10, +oo[ 'équation différentielle suivante avec son équation homogene associée :

" 2 _ 3 E " 2 =0 H
y-gmy=-—5 B ety -5y=0 (H

Comme les fonctions ¢ — ¢! et t — t% sont des solutions de (H) non colinéaires, on en déduit avec le (i) du
théoreme que les solutions de (H) sont exactement les fonctions yp : I — R de la forme

yh(t):%+ﬁt2 avec (a,ﬁ)ele.

De plus, comme la fonction y,, : t — t ! n(#) est une solution de (E), on en déduit avec le (ii) du théoréeme que les
solutions de (E) sont exactement les fonctions y: I — R de la forme

y() = %+,Bt2+ ln_it) avec (a,p) € R?.
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n Chapitre 14 - Equations différentielles linéaires du second ordre

e )
Exercice 1: Soit a > 0. On considere sur I = ]0, +oo[ 'équation différentielle

¥y +xy -a*y=0. (B

1) Déterminer les solutions de (E) de la forme y: x — xP pour p € R.

2) En déduire les solutions de (E) sur ]0, +o0|.
|\

Proposition (Principe de superposition) : Soient c;: I — K et ¢, : I — K deux fonctions continues. On suppose
que y; : I — Ket y,: I — K sont respectivement solutions des équations différentielles

V' +at)y +bDy=ci(t) et y' +a(t)y' +b)y=co(t).
Alors pour tout (A, i) € K?, 1a fonction Ay, + uys : I — K est solution de 'équation différentielle

Y +a(t)y' + b0y = Aci (£) + pca(1).

Exemple 3 : On souhaite résoudre sur I = R1’équation différentielle
y'+2y +y=3e*"+e’l. (E)

 L'équation homogene (H) associée est y” + 2y’ + y = 0. Comme il s’agit d’'une équation différentielle linéaire
du second ordre a coefficients constants, on peut considérer son équation caractéristique r? +2r +1 = 0. Le
discriminant de cette équation est nul et son unique racine est r = —1, donc les solutions de (H) sont les
fonctions y;, : R — R de la forme

yu(t) = (at+pBe " avec (a,B)e€ R?.

e Pour déterminer une solution particuliere de (E), il suffit d’aprés le principe de superposition de déterminer
une solution de chacune des deux équations différentielles suivantes

y'+2y +y=e*  (E) et  y'+2y+y=el. (B

1) Comme 2 n’est pas racine de 'équation caractéristique, on sait d’apres une propriété vue en premiere
année que (E;) admet une solution de la forme y; : t — Ae?’. En injectant y; dans I'équation (E;), on
obtient que A= 1/9, donc une solution de (E;) est

1 2t
) =—e".
n () 9e

2) Comme —1 est racine double de I'équation caractéristique, on sait d’apres une propriété vue en pre-
miére année que (E») admet une solution de la forme y, : t — Bt?e”!. En injectant y, dans I'équa-
tion (E»), on obtient que B = 1/2, donc une solution de (E») est

L, ¢
t)=—t .
Yo (1) > e

Par le principe de superposition, on en déduit qu'une solution particuliere de (E) est

1 1
Yp(0) =3y1(0) + y2(t) = §e2f+ Etze_t.

Finalement, les solutions de (E) sont les fonctions y : R — R de la forme

t

1 1
y(t)=(at+,6)e_t+§e2t+§t2e_ avec (a,ﬁ)E[RZ.
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| i (B I Méthodes de résolution

Lorsque 'équation différentielle (E) n’est pas a coefficients constants, il n'existe pas de méthode de résolution
systématique. Voici cependant quelques techniques a connaitre. Dans la majorité des exercices, on se laissera
guider par 'énoncé.

II.A - Recherche des solutions polyndomiales

On peut déterminer les solutions polynomiales de (E) en procédant de la maniére suivante.
1) On détermine les degrés possibles pour une éventuelle fonction polynomiale solution de (E).

2) On substitue dans I’équation (E) et on identifie les coefficients.
Exemple 4 : Cherchons les solutions polynomiales de I’équation différentielle
e+ D)y "+ -1y -y=0. (E)

Supposons qu'il existe une fonction polynomiale P de degré d € N solution de (E). Si on note a,t? avec a; #0 le
terme dominant de P, alors le coefficient du mondme de degré d de

t(t+ )P "+ (@ -1)P' —P est (dd-1+d-1)a,.
Comme P est solution de (E) et que a, # 0, on obtient donc
dd-1)+d-1=0 < d*-1=0 o d=1
Ainsi, P est de degré 1, donc il s'écrit P(t) = at + b avec (a, b) € K?. En substituant dans (E), on obtient
(t—-la-(at+b)=0 < b=-a.
On conclut que les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions
P(t)=a(t—1) avec ac€lR.

Remarque 4 : Une équation différentielle n’admet pas nécessairement des solutions polynomiales.

'd )
Exercice 2: On considére sur R 1’équation différentielle

(t+1)?%y"=2(t+1)y' +2y=0. (E)

1) Déterminer les solutions polynomiales de (E).

2) En déduire les solutions de (E) sur les intervalles | —oo,—1[et] — 1, +ool.

L 3) En déduire les solutions de (E) sur R.
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IL.B - Recherche des solutions développables en série entiére

On peut déterminer les solutions développables en série entiére de (E) en raisonnant par analyse et synthese.
1) Analyse : On suppose qu’il existe une solution y de (E) sous la forme d’'une série entiére admettant un rayon
de convergence R > 0, i.e.

+00
Ytel-RR[, y®) =) ant"
n=0

2) En substituant y(¢) dans (E), on détermine une relation de récurrence pour les coefficients (a;) pen-
3) Sipossible, on détermine une expression explicite de (a;) nen-
4) Synthese : Réciproquement, on vérifie que la fonction obtenue a la fin de I’analyse est bien définie.

a) Silerayon de convergence de la série entiere obtenue est nul, alors il n'y a pas de solution de (E) déve-
loppable en série entiere.

b) Silerayon de convergence R de la série entiere est non nul, alors y est une solution de (E) développable
en série entiere sur | — R, R[.

Exemple 5: Cherchons les solutions développables en série entiere de I'équation différentielle
y'+2ty +2y=0. (E)

Analyse : On suppose qu'il existe une solution y de (E) sous la forme d’une série entiere admettant un rayon de
convergence R >0, i.e.

+00
Vtel-RRl, y®) =) ant".
n=0

En substituant dans (E), on obtient

+00 +00 +00
Y n(n-Da,t"?+2tY napt"t+2Y a,t"=0.
n=2 n=0 n=0

En effectuant un changement d’indice dans la premiére somme, on obtient

+0oo +0oo +00 +00
Y (n+2)(n+Dans2t"+2 ) na,t"+2) a,t"=0 < )Y [(n+2)(n+Dans2+2n+2)a,)t" =0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit la relation

2
VneN, (m+2)n+ay2+2n+2)a,=0 < VnelN, an+2:—man.
On en déduit que I'on a I'expression explicite suivante
(=DP (=1)P4Pp!
VpeN, ap,= ap, et a =—aq.
p 2p P! 0 2p+1 2p+ D) 1
On conclut que si y est solution de (E), alors on a nécessairement
oo ()P oo (—1)P4P p! oo (~1)P4P p!
y(t) =ag Z %tzl’ + Z ()—’?t2p+1 =ag exp(— tz) +a; Z H—"?tZP‘H.
= = 2p+1)! = 2p+1)!

Synthese : Les deux séries entieres ci-dessus ont pour rayon de convergence +oo. Ainsi, les solutions de (E) déve-
loppable en série entiere sont les fonctions
+

X (-1)P4Ppl 5,

_ 42
y(t) = Aexp(—t )Jr}_;'pg0 Zpi D]

avec (A,B) e R?.

Dans ce cas, comme on sait d’apres le cours que 'ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2,
on conclut qu’il n’y a pas d’autre solution a I'équation différentielle (E) que celles ci-dessus.
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Exemple 6 : Cherchons les solutions développables en série entiére de I'équation différentielle
2y +(t-1y=1. (B

Analyse : On suppose qu’il existe une solution y de (E) sous la forme d’'une série entiere admettant un rayon de
convergence R >0, i.e.

+00
Vtel-RRl, y®) =) ant".
n=0

En substituant dans (E) et en effectuant les changements d’indice adéquat, on obtient

+00 +00 +00 +00
Y nant"+ Y ap " =Y a,t"=1 o ag+ Y [nas-1-a,lt"=1.
n=0 n=0 n=0 n=1

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit la relation
(ao =1 et VneN*, na,.1—a,= 0) o (ao =1 et VYneN", a,= nan_l).

On en déduit que a, = n! pour tout n € N. On conclut que si y est solution de (E), alors on a nécessairement
+00
y(t) = Z nlt".
n=0

Synthese : Le rayon de convergence de la série entiere ci-dessus est 0. Ainsi 'équation différentielle (E) n’admet
aucune solution développable en série entiere.

4 )
Exercice 3: On considere sur R 1’équation différentielle

(1+23)y" +4ty' +2y=0. (B

1) Déterminer les solutions développables en série entiére de (E).

2) En déduire I'’ensemble des solutions de (E) sur R.

http://vonbuhren.free.fr
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II.C - Méthode de la variation de la constante

Supposons que I'on dispose d'une solution 4 : I — K de I'’équation homogene (H) associée a (E) qui ne s’annule
pas sur I. Dans ce cas, on peut appliquer la méthode ci-dessous qui généralise celle utilisée pour résoudre les
équations différentielles linéaires d’ordre 1.

1) Comme & ne s’annule pas sur I, on peut définir A : I — R qui est deux fois dérivable par y = Ah.

2) En injectant la relation y = Ah dans I'équation différentielle (E), on obtient que la fonction A’ est solution
d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur I.

3) En résolvant cette nouvelle équation, on en déduit une expression de A’, puis de A et finalement on obtient
toutes les solutions de (E) sur I avec la relation y = Ah.

Exemple 7 : Nous allons résoudre sur I =]0, +oo[ 'équation différentielle
" 3 ! 4 2.1 ! 3
y —;y+§y=t o °y =3ty +4y=1". (E)

On remarque que & : t — 2 est solution de I'équation homogeéne (H) associée a (E). Comme la fonction  ne
s’annule pas sur 'intervalle I, on peut appliquer la méthode de la variation de la constante pour en déduire toutes
les solutions de (E). On remplace y = Ah dans (E) ot A: I — R est deux fois dérivable

(B) o (A h+2V W +AR")-3t(Ah+AR)+4Ah=1¢
o h) + (2620 -3th) A+ (£*h" -3th' +4h) A=¢

g

0 car h est solution de (H)
o t"'+@r-3850 =4
o A"+ =1.

En notant u = A’ et en résolvant I'équation différentielle ru’ + u =1, on obtient
, A
A() =p(r) = 7+1 avec A€eR.

On en déduit qu'on a
A(t) = Aln(t) + t+B avec (A,B)eR?.

Finalement, on en déduit les solutions y de (E) sur I sont

y(O) = 2At) = A In(t) + B2 + 13 avec (A, B) eR%.

e R
Exercice 4 : On considére sur R 1'équation différentielle

ty'-Q+ny +y=o. (E)

1) Déterminer les solutions polynomiales de (E).

2) En déduire les solutions de (E) sur les intervalles de R*.

3) En déduire les solutions de (E) sur R.
\
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