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Introduction

Lalgebre linéaire est omniprésente dans les différentes disciplines
scientifiques, notamment par I'utilisation des matrices et de leurs
propriétés. De plus, la notion d’espace vectoriel a par exemple un role
central en mécanique quantique et dans la théorie des codes utilisée dans
les télécommunications.

Lobjectif principal de ce chapitre est d’introduire quelques nouvelles
notions que nous utiliserons dans les chapitres suivants.

Dans tout le chapitre, on désigne par K le corps R ou le corps C. Tous les
espaces vectoriels dans ce chapitre sont considérés sur le corps K.
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I - Compléments sur les matrices A - Déterminant de Vandermonde

Dans cette sous-partie, on considere un entier n€ N*.

Définition (Matrice de Vandermonde)

On appelle matrice de Vandermonde associée a (A4,...,1,) € K" la matrice
de .#,(K) définie par

1 Ay - ,1;1—1

1 Ay - ,151—1
M(Alr---)ﬂ'n): . . :

1 A’I’l te )‘/Z_l

Remarques 1
a) Les coefficients de la matrice de Vandermonde M(A4,...,A,)
sont m;; = A;"! pour tout (3, /) € [1, n]?.
b) Lamatrice M(11,...,A,,) " est également appelée matrice de
Vandermonde.
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I - Compléments sur les matrices A - Déterminant de Vandermonde

Définition (Déterminant de Vandermonde)

On appelle déterminant de Vandermonde de (11,...,1,) e K" le
déterminant n x n de la matrice de Vandermonde M(A4,...,1,), i.e.

1 1 I Ay oo /1;1—1
AL e Ay 1 A - ,1'21-1
Vand(A4,...,An) =| . .= . .-
;ql—l ,12-1 1 A, - ,12-1
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I - Compléments sur les matrices A - Déterminant de Vandermonde

Théoréeme (Expression du déterminant de Vandermonde)
Pour tout (Aq,...,A,) e K", ona

Vand(Ay,...,An) = [] (4-Ap.

1<i<jsn

Corollaire (Inversibilité de la matrice de Vandermonde)

Soit (A1,...,A,) € K™ La matrice de Vandermonde associée a (11,...,1;) est
inversible si et seulement siles nombres A4,...,A, sont deux a deux
distincts. )
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I - Compléments sur les matrices A - Déterminant de Vandermonde

Soit 7€ N*. Calculer le déterminant de la matrice M € .#,(R) dont les
coefficients sont m; ;= # pour tout (i, j) € [1, n]?.
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Dans cette sous-partie, on considere des entiers n, p, r, s € N*. Etant donné

r S
une matrice A€ ./, ,(K) et des décompositions de n=) n;etde p=>_ p;
i=1 j=1
avec my,...,nr€N* et py,..., ps € N*, on peut en regroupant les coefficients
de ATl'écrire sous la forme d’'une matrice par blocs, i.e.

Arn Az o Args
Ay A2 v Apg )

= . ) ) avec Y(,p)e[1,r]x[Ls], Ajj€ Mn,pK).
Ar,l Ar,2 te Ar,s
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

On peut écrire
001 00 0 0|1 0 O
0 0 01 O 0 0(0 1 O
_ (O3 I3
0 0 00 1|=]J0 0|0 0 1 |= I L
1 0 0 0 O 1 0/0 0 O 2 23
01 0 0 O 0 1/0 0 O

.
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Proposition (Opérations sur les matrices par blocs)

Soient A= (A;) et B= (B;;) deux matrices par blocs a coefficients dans [<
etlekK.

(i) Sous réserve de compatibilité des tailles des blocs,
onaA+AB= (Ai,j + ABi,j).

(ii) Sous réserve de compatibilité des tailles des blocs,
onaAB=(Cyj) avec Cj=)_AjiBx.
k

(iii) La transposéede Aest A" = (A]Tl)
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Remarques 2

a) Les deux premiers points indiquent que les opérations sur les matrices
par blocs s’effectuent de la méme maniere que sur les matrices
classiques du moment que les tailles des blocs sont compatibles.

b) On peut réécrire le troisieme point sous la forme suivante

T T T T
Ain Arp o Aggs Ay Ay o A
T T . gaT
Arq Az A A, A, AL,
T T
Ar,l Ar,2 Ar,s Al,s A2,s Ar,s
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Remarques 2

c) Enreprenant les notations ci-dessus pour des matrices de taille 2 x 2
par blocs, sous réserve de compatibilité des tailles des blocs, on a

(Al,l A1,2) +/1(Bl,1 31,2) _ (Al,l +AB11 A +ABL2)
Ay Asp By1 Bp) \Ax1+ABy1 Axp+ABo»

(Al,l AI,Z)(BI,I BI,Z):(AI,IBI,1+A1,ZBZ,1 A1,131,2+A1,2Bz,2)
Azl Asp)\Bo1 Bpp Ap1Bi+A20B01 A2 1Bio+A0B05)

d) Enreprenant les notations ci-dessus pour des matrices de taille 2 x 2
par blocs, on a
(Al,l A1,2)T _ Al A,
Ao Azp Al Al
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Exercice 2

On considere une matrice par blocs sous la forme

M= (A B) € Mn(K).

0O C

1. Montrer que M est inversible si et seulement si A et C le sont.

2. Dans le cas oi1 M est inversible, exprimer M~! en fonction de A, Bet C.

WV,
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Définition (Matrice triangulaire par blocs)

En reprenant les notations au début de cette sous-partie, on dit que la
matrice A€ ./, ,(KK) est triangulaire supérieure par blocs siona r=setsi
elle s’écrit

An Aip 0 Ay
O A Ay

A=| . . . .
O e O Ar,r
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Si A est une matrice carrée triangulaire supérieure par blocs et si ses blocs
diagonaux sont des matrices carrées, alors en utilisant la proposition
précédente, on peut montrer par récurrence que

AL ) ()

k

VkeN, AF= O A
: (%)
0) ) Alrc,r
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Définition (Matrice diagonale par blocs)

En reprenant les notations au début de cette sous-partie, on dit que la
matrice A€ .#y,,(K) est diagonale par blocs sion a r = set si elle s’écrit

Ay, O - O
A= O Ay
: o . O
O - O A,
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Remarque 4

Si A est une matrice carrée diagonale par blocs et si ses blocs diagonaux
sont des matrices carrées, alors en utilisant la proposition précédente, on
peut montrer par récurrence que

k
A0 0
k
VkeN, AF= O A
- . . 0
0) ..« 0 Alrc,r
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Proposition (Déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs)

Si A= (A;j) € M »(K) est une matrice carrée triangulaire (supérieure) par
blocs et si ses blocs diagonaux sont des matrices carrées, alors on a

An A o Ay
O Ap Arp r
det|| . . . ||=]]detAp.
P T k=1
0O - 0 4,

v,

Avec les notations ci-dessus, on en déduit qu'une matrice triangulaire par
blocs A€ .#,(K) est inversible si et seulement si les matrices A 1,..., Ay r
sont inversibles.
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I - Compléments sur les matrices B - Matrices par blocs

Exercice 3

On considere une matrice par blocs sous la forme

_(A B 2
M—(B A) avec (A B) e #,([K)".

Montrer que det(M) = det(A+ B) det(A— B).
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II - Compléments sur les espaces vectoriels

Dans cette partie, on considére un entier me N*.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels A - Produit d’espaces vectoriels

Dans cette sous-partie, on considere des espaces vectoriels Ej, ..., Ej, surle
corps K. On peut naturellement définir sur ’ensemble

produit E = Ej x--- x Ep uneloi +: E x E— E composante

par composante, i.e.

V((xlv“-rxm))(y1)~-~)ym)) € Ezy
X1, X)) + (V1o Ym) = 1+ Y1, X+ Vi)

De méme, on peut naturellement définir sur 'ensemble
produit E=E) x --- x Ej; uneloi - : K x E— E par

V(A (X1, Xm)) EKXE, A (X1,een, Xm) = (AX1, .0, AXppy).
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II - Compléments sur les espaces vectoriels A - Produit d’espaces vectoriels

Proposition 1

Le produit E = E; x --- x E,, muni des lois définies ci-dessus est un espace
vectoriel sur K.

Exemples 3

a) Onretrouve que K” =K x --- x [ est naturellement un espace vectoriel
sur le corps K.

b) Lensemble K[X] x K dispose d'une structure naturelle d’espace
vectoriel sur le corps K.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels A - Produit d’espaces vectoriels

Proposition 2

Si B, ..., By, sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors 'espace
vectoriel E; x --- x E;, est de dimension finie et on a

m
dim(Ej x --- x Ep,) = Z dim(Eg).
k=1

Remarque 6

Si (uy,...up) estune base de E et que (vy,..., V) est une base de E, alors
une base de E; x E» est

((ul)OEz)) L) (up) OEZ)» (0E1) Ul)r () (OEly Vq)).

PSI* - Chapitre 3 - Compléments d’algebre linéaire 23/76



II - Compléments sur les espaces vectoriels B - Somme de sous-espaces vectoriels

Définition (Somme de sous-espaces vectoriels)

La somme de sous-espaces vectoriels Fi, ..., F;;, d'un espace vectoriel E,
noté F) +--- + Fy,, est le sous-espace vectoriel de E défini par

Fi+--+Fy={vi+---+vpeE|Vie[l,m], vie F}.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels B - Somme de sous-espaces vectoriels

Définition (Somme directe de sous-espaces vectoriels)

La somme de sous-espaces vectoriels Fj, ..., F;;, d'un espace vectoriel E est
dite directe si tout vecteur de F; + - - - + F;; se décompose de maniére unique
comme une somme de vecteurs des sous-espaces vectoriels Fj, i.e.

YveF+---+F,; 3I(v,...vp)eEF X---xFy, v=v+:+Un.

Dans ce cas, la somme de Fi, ..., F,, estnotée F; & --- & Fy,.

Exemple 4

Trois droites vectorielles dans R® sont en somme directe si et seulement si
elles ne sont pas coplanaires.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels B - Somme de sous-espaces vectoriels

Proposition (Caractérisation de la somme directe)

La somme de sous-espaces vectoriels Fj, ..., F;,;, d'un espace vectoriel E est
directe si et seulement si le vecteur nul se décompose de maniere unique
comme une somme de vecteurs des sous-espaces vectoriels Fj, i.e.

Y(vy,...,.vpmEFR x---xFy,, v1+:-+v,=0g = v1=:-=v,;,=0g
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II - Compléments sur les espaces vectoriels B - Somme de sous-espaces vectoriels

Onnote F={fe.Z(R,R) | YneN, f(n) =0} et on désigne par Gle
sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de .% (R, R).

2. Montrer que la somme F + G est directe.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels B - Somme de sous-espaces vectoriels
Proposition 3

Soient %4,..., %, des bases respectives de sous-espaces

vectoriels Fi, ..., F,;; d'un espace vectoriel E de dimension finie. On a
I'égalité E=F) & - -- & Fy, si et seulement si la famille Z = (%, ..., %) est
une base de E.

a) Dans tous les cas, la famille # est une famille génératrice de
lasomme F; + -+ + Fy,.

b) On en déduit que sila somme des sous-espaces vectoriels Fi, ..., Fy,
est directe, alors on a

dim(F & ---& Fy,) =dim(F;) +--- + dim(Fy,).

Définition (Base adaptée a une décomposition en somme directe)

Avec les notations de la proposition précédente, on dit que % est une base
de E adaptée a la décomposition en somme directe E=F; & --- & Fy,.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels B - Somme de sous-espaces vectoriels

Proposition 4

Si F,..., Fy, sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie d'un
espace vectoriel E, alors

m m
dim|)_ F;|<)_ dim(F).
i=1 i=1

De plus, la somme F; + - - - + F, est directe si et seulement si'inégalité
ci-dessus est une égalité.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels B - Somme de sous-espaces vectoriels

Exercice 5

On considere les sous-espaces vectoriels de R* suivant

F=Vect((1,0,0,1)), H ={xyz)eR x=2 y=1,
G=Vect((1,1,1,1)), Hy={xyz0eR | t=-x, z=-y}.

EtudiersiR* = Fe Ge H; etsiR* = Fo G& H,.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Définition (Sous-espace vectoriel stable)

Un sous-espace vectoriel F d'un espace vectoriel E est dit stable par un
endomorphisme f € Z(E) si f(F) c F, i.e.

VYveF, f(v)eF.

a) Les sous-espaces vectoriels {0z} et E sont stables par tout
endomorphisme f € Z(E).

b) Pour tout endomorphisme f € Z(E), les sous-espaces vectoriels Ker(f)
et Im(f) sont stables par f.

c) Les sous-espaces vectoriels stables d'une rotation vectorielle de R?
d’angle /2 sont {(0,0)} et R2.

d) Les sous-espaces vectoriels stables d'une rotation vectorielle de R3
d’angle 7/2 sont {(0,0,0)}, 'axe de la rotation D, le plan vectoriel
orthogonal a D et R.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Exemples 5

e) On considere I'endomorphisme f: Ry [X] — R, [X] défini par
f:P— X2+ 1P+ XP + (X +1)PQ).

Le sous-espace vectoriel F = R; [X] est stable par f, car pour tout
polynome P e R;[X], on a

deg(f(P) = deg ((X*+ D P"+ XP' + (X + 1) P(1))
< max (deg((X* + 1) P"),deg(XP'), deg((X + 1) P(1)))

<1.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Exemples 5

f) On considére I'endomorphisme f : R® — R® défini par
V(x,y,2) €R®, f(x,y,2) = (7Tx+4y+4z4x—8y+z,—4x—y+82).

Les sous-espaces vectoriels D = Vect((1,-4,0))
et H=Vect((0,0,1),(4,1,0)) sont stables par f. En effet, on a

D :V 1,—4, :V -9, b D’
f(D) = Vect(f(1,-4,0)) = Vect ( 9?;6 0)c
&
f(H) =Vect(f(0,0,1),f(4,1,0)) = Vect (4, L 8), (32,8,H—17)) cH.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Si F est un sous-espace stable par f € .Z(E), alors la restriction de f au
sous-espace vectoriel F, noté fjr, est un endomorphisme de F. On
appelle fir 'endomorphisme induit par f sur F.

Proposition 5

Soit (f, g) € -Z(E)? ol1 E est un espace vectoriel. Si f et g commutent, alors
les sous-espaces vectoriels Ker(f) et Im(f) sont stables par g.
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

La notion de stabilité d'un sous-espace vectoriel par un endomorphisme
s'interprete matriciellement.

Proposition 6

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un espace
vectoriel E de dimension finie. On considere une base

adaptée Z = (%P, B¢) ala décomposition E= F& G.

Le sous-espace vectoriel F est stable par un endomorphisme f € .Z(E) si et
seulement si la matrice de f dans la base Z est triangulaire supérieure par
blocs, i.e. de la forme

A A
Matg(f) = ( Cl)'l A;’i) avec Al,l € -ﬁdim(F) (K) et A2,2 € %dim(G) ().

Dans ce cas, on a A;,1 = Matz, (fir).
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Exemple 6

On reprend les notations du e) de I'’exemple 5. En notant G = Vect(X?) et en
considérant la base adaptée % = (1, X, X% ala

décomposition R, [X] = F & G, la matrice de I'endomorphisme f dans la
base # est

1 13
Matz(f)=| 1 2|1
0 04
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Proposition 7

Soient F, ..., F,;; des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E de
dimension finie tels que E= F) @ - - - & F;,. On considere une base

adaptée B = (%, ..., PBy) aladécomposition E=F; & - @ Fy,.

Les sous-espaces vectoriels F, ..., F;; sont stables par un endomorphisme f
si et seulement si la matrice de f dans la base Z est diagonale par blocs, i.e.
de la forme

A O -~ O
0O A

Matgz(f) = 2 avec Vie[l,m], Aj € Maimr) K).
: . .. 0
0O - 0 A,

Dans ce cas, on a A; = Mat, (fi,) pour tout i € [1, m].

.

PSI* - Chapitre 3 - Compléments d’algebre linéaire 37/76



II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Exemple 7

On reprend les notations du f) de I'exemple 5. En considérant la base
adaptée
% =((1,-4,0),(0,0,1),(4,1,0))
——— ——
Base de D Base de H

ala décomposition R® = D& H, la matrice de 'endomorphisme f dans la
base # est

-9l0 o
Matz(f)=| 0 | 8 -17
0|1 8
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Remarques 9

a) Pour tout projecteur p € .Z(E) d'un espace vectoriel E de dimension
finie, si % est une base adaptée a la décomposition en somme
directe E = Im(p) @ Ker(p), alors on a

Matgz(p) = (IC; 8) avec r=dim(F)=rang(p).

b) Pour toute symétrie s € .Z(E) d'un espace vectoriel E de dimension
finie, si # est une base adaptée a la décomposition en somme
directe E = Ker(s—Idg) ® Ker(s+Idg), on a

CI) ) avec k=dim (Ker(s—Idg))
-1,

et ¢=dim(Ker(s+Idg)).
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II - Compléments sur les espaces vectoriels C - Sous-espaces stables d'un endomorphisme

Exercice 6

1
On considere I'application ¢ défini sur R4[X] par ¢ : P— X*P ()—() .

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2. Montrer que F = Vect(1,X*) et G = Vect (X, X?, X) sont stables par ¢.

3. Déterminer la matrice de ¢ dans une base adaptée a
la décomposition R4[X] = F& G.
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III - Trace d’'une matrice et d'un endomorphisme

Dans cette partie, on considére un couple d’entiers (m, n) € N* x N*.

Définition (Trace d’'une matrice carrée)

La trace d'une matrice A € .#,(K), notée tr(A), est la somme de ses
coefficients diagonaux, i.e.

n
tr(A) = ) di k.
k=1

Proposition 8

La trace vérifie les propriétés suivantes.
(i) Lapplication tr:.#,(K) — K est une application linéaire.
(ii) Pour tout (A, B) € Ay, n(K) x A p,m(K), on a tr(AB) = tr(BA).
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III - Trace d’'une matrice et d'un endomorphisme

Rappelons que deux matrices A € .#,(K) et Be .4, (K) sont dites
semblables s'il existe une matrice P € GL,(K) telle que B= PAP7L.

Corollaire 1

Si deux matrices de .#,(KK) sont semblables, alors elles ont la méme trace.
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III - Trace d’'une matrice et d'un endomorphisme

Déterminer les couples (4, B) € .#,,(C)? tels que AB— BA=1,,.
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III - Trace d’'une matrice et d'un endomorphisme

Définition (Trace d’'un endomorphisme)

Soit f € .Z(E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension
finie. La trace de f, notée tr(f), est la trace de la matrice représentant f dans
une base % de E.

Remarque 10

D’apres le lemme précédent, le nombre tr(f) ne dépend pas de la base %
que 'on utilise pour faire le calcul. En effet, si 4’ est une autre base de E,
on a avec la formule du changement de base

Matgy (f) = Py x Matg(f) x Py_.g = Poyr_.3 x Matg(f) x (Pg—z) ",

donc les matrices Matz(f) et Matg (f) sont semblables, donc elles ont la
meéme trace.
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III - Trace d’'une matrice et d'un endomorphisme

Exemples 8
a) On considere 'endomorphisme f: Ry [X] — R, [X] défini
par f(P) = XP"(X) + P(X) pour tout P € Ry[X]. Dans la base
canonique % = (1,X, X?) de R, [X], la matrice de f est

100
A=Matz()=[0 1 2].
00 1

Par définition, on obtient que la trace de f
esttr(f) =tr(A)=1+1+1=3.

b) D’apres la remarque 9a, pour tout projecteur p € .Z(E) d'un espace
vectoriel E de dimension finie, on a la relation tr(p) = rang(p).
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III - Trace d’'une matrice et d'un endomorphisme

Proposition 9

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur K.
(i) Lapplication tr: .Z(E) — K est une application linéaire.
(ii) Pour tout (u,v) € Z(E, F) x £(F,E), on atr(uo v) = tr(vo u).
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III - Trace d’'une matrice et d'un endomorphisme

Exercice 8

Calculer la trace de 'endomorphisme f: R,,[X] — R,[X] défini par f: P— P
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... A - Polynémes d’endomorphismes

On rappelle que si f € .Z(E) est un endomorphisme d'un espace vectoriel E
et si ke N, on définit 'endomorphisme f* par

=1, f'=f, fi=fof, ff=fo--of.
k fois

Dans cette sous-partie, nous allons généraliser cette définition.

Définition (Polyndme d’'un endomorphisme)
Soit f € .Z(E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel E.
d
SiP=)_ arX* € K[X] estun polynome, on définit
k=0

d
I'endomorphisme P(f) € Z(E) par P(f) = Y arf*.
k=0

Exemple 9
Avec les notations ci-dessus, si P = X3 —4X? + 1, alors P(f) = f> — 4f% + 1d.
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... A - Polynémes d’endomorphismes

Remarque 11
Avec les notations de la définition précédente, on a pour tout vecteur ve E

que
d

W=y afw.

k=0

d
3 af

k=0

[P(N1(W) =

En pratique, on notera plus simplement [P(f)](v) = P(f) (v).

v

I faut prendre garde a 'emplacement des parenthéses : la notation P(f(v))
ne veut rien dire!

\

PSI* - Chapitre 3 - Compléments d’algebre linéaire 49/76



IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... A - Polynémes d’endomorphismes

Proposition 10

Soit f € Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E.
(i) Pour tout (A, ) € K? et tout (P, Q) € K[X]?,
ona AP+ uQ)(f) = AP(f) + pQ).
(ii) Pour tout (P, Q) € K[X]?,
on a P(f) o Q(f) = (PQ)(f) = (QP)(f) = Q(f) o P(f).

Remarque 12

On en déduit que f et P(f) commutent, donc Ker(P(f)) est un sous-espace
stable par f d’apres une propriété vue précédemment.
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... A - Polynémes d’endomorphismes

Définition (Polynd6me annulateur)

Soit f € .Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E.
On dit que P € K[X] est un polynéme annulateur de f si P(f) = 0.(g).

Remarque 13

Tout endomorphisme est annulé par le polynome nul.
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... A - Polynémes d’endomorphismes

Soit f € .Z(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension
finie n € N. En considérant la famille .# = (Idg, f, ..., f”2 ), montrer que f
admet un polynéme annulateur non nul.
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... B - Polynomes de matrices carrées

Dans cette sous-partie, on considere un entier n€ N*,

Définition (Polynéme d’une matrice carrée)

d
Si M € #,,(K) est une matrice carrée et P = Z aka € K[X] est un
k=0

d
polyndme, on définit la matrice P(M) € .#,(K) par P(M) = Z apM*.
k=0

Exemple 10

Avec les notations ci-dessus, si P = X°> —4X? + 1, alors P(M) = M —4M? +1,,.

Remarque 14

Cette définition est naturellement liée a celle de la sous-partie précédente
sur les polynomes d’endomorphismes : si f est un endomorphisme d'un
espace vectoriel E de dimension finie et si P € K[X] est un polyndme, alors
pour toute base % de E, on a Matg(P(f)) = P(Matz(f)).

PSI* - Chapitre 3 - Compléments d’algebre linéaire 53/76



IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... B - Polynomes de matrices carrées

Proposition 11

Soit M € .#,(KK) une matrice carrée.
(i) Pour tout (A, u) € K? et tout (P, Q) € K[X]?,
ona (AP+ uQ)(M) = AP(M) + pQ(M).
(ii) Pour tout (P, Q) € K[X]?,
on a P(M) QM) = (PQ)(M) = (QP)(M) = Q(M)P(M).
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... B - Polynomes de matrices carrées

Définition (Polyné6me annulateur)

Soit M € .#,(IK) une matrice carrée. On dit que P € K[X] est un polynome
annulateur de M si P(M) = O,,.

Remarques 15

a) Toute matrice carrée est annulée par le polynéme nul.

b) Si f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie
et si Z est une base de E, alors un polynéme P € K[X] est annulateur

de f si et seulement P est un polynéme annulateur de la
matrice Matg(f).
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... B - Polynomes de matrices carrées

Montrer que P(X) = X? —2X — 3 € R[X] est un polyndéme annulateur de la
matrice

011
A=|2 1 2|e.Z;5R).
1 10
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... C - Méthode - Polynéme annulateur et inverse

Dans cette sous-partie, on considére un endomorphisme f € .Z(E) d'un
espace vectoriel E. On suppose que f admet un polynéme

d
annulateur P= Z arX* e K[X] tel que ay = P(0) #0.
k=0

Dans ce cas, en isolant Idg, on a

P(f)=0$(E) < fO(Z akfk_1)+a()ld5=0_g(5)
k=1

& fo (—% k;lakfk_l) =Idg.

N J

8

De plus, comme g est un polynoéme en f, alors f et g commutent, donc
onafog=gof=Idg. On conclut que f est un isomorphisme et que f~! = g.
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... C - Méthode - Polynéme annulateur et inverse

Remarque 16

Soit n € N*. De la méme maniere, si A € .#,(K) est annulé par un

d
polyndéme P = Z aka e K[X] tel que ay = P(0) # 0, alors A est inversible et
k=0
on peut exprimer A~! comme un polyndéme en A.

Exemple 11

Soit ne N*. Si A€ .#,(C) vérifie A3 — A> + A—21,, = O,, alors en isolant I,,, on
obtient que

A %(AZ—A+I,,) A=1,.

- E(AZ—AHn)

1
On en déduit que la matrice A est inversible et que A™! = > (A2 - A+1,).
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IV - Polynémes d’endomorphismes et de matrices... C - Méthode - Polynéme annulateur et inverse

Soit n € N*. On considére I'application ¢ : .#,(R) — .#,,(R) définie
par ¢ : M — M+ tr(M)1,,.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de .#,(R).

2. Exprimer ¢? en fonction de ¢ et de Id_z, ).
3. En déduire que ¢ est un isomorphisme et donner ¢~!.
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IV - Polynomes d’endomorphismes et de matrices... D - Méthode - Polynome annulateur et puissances

Dans cette sous-partie, on considere une matrice A € .#,(IK) avec ne€ N*,
On suppose que A admet un polynéme annulateur non nul P e K[X] de
degré d. On souhaite calculer les puissances de la matrice A.

Soit k € N. En effectuant la division euclidienne de X* par Pdans [K[X], on a
Qs Ri) € KIX] x K1 [X],  X*=PQr+ Ry.

Comme P(A) = Oy, on en déduit en évaluant I'expression précédente en A,

que AF = R(A). Pour conclure, il suffit de calculer les coefficients du
d-1

polyndéme Ry = Z rk,ng.
2=0
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IV - Polyndémes d’endomorphismes et de matrices... D - Méthode - Polynéme annulateur et puissances

En notant zi,..., z; € C les racines distinctes du polynéme P
et my,..., my € N* leur multiplicité respective, on remarque en dérivant et
en évaluant aux racines de P la relation X¥ = PQy+ Ry que

| .
vie[l,r], Vje[o,mi—1], (k%'ﬁ'zf—f ()
= (PQY? (z) + RV ()
=RV (z).

Le systeme ci-dessus est linéaire en ry., ..., I, 4—1 €t on peut montrer qu’il
admet une unique solution.

Remarque 17

La méthode ci-dessus s’adapte également pour un
endomorphisme f € Z(E) d'un espace vectoriel E admettant un polynéme
annulateur non nul P € K[X].
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IV - Polyndémes d’endomorphismes et de matrices... D - Méthode - Polynéme annulateur et puissances

On considéere une matrice A € ., (R) admettant comme polyndme
annulateur P = (X — 1)2(X —2). Pour tout k € N, en effectuant la division
euclidienne de X¥ par P dans R[X], on obtient que

(Qp, Ry € RIX] xRy [X], XF=PQy+ Ry.

En écrivant Ry = a3 X2 + B1X + Y1 et en évaluant I'expression ci-dessus en 1
et en 2, on obtient les équations

1=1F =R () = ap+Br+7yr et 2X=Ri2) =4ar+2Br+7rk.
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IV - Polyndémes d’endomorphismes et de matrices... D - Méthode - Polynéme annulateur et puissances

De plus, en dérivant la relation X k= PQi+ Ry et enI'évaluant en 1, on
obtient I'équation
k=k1*"= R, (1) =2a;+ Br.

En résolvant le systeme composé des trois équations ci-dessus,
on obtient (a, Bk, Yx), puis on conclut que

AR = Rp(A) = (zk— k- 1)A2 + (2+3k—2k+1)A+ (Zk—zk)ln.

~ J . J/
-

(293 Br Yk

PSI* - Chapitre 3 - Compléments d’algebre linéaire 63/76



IV - Polyndémes d’endomorphismes et de matrices... D - Méthode - Polynéme annulateur et puissances

On considere la matrice

1 0 1
A=|-1 2 1|e.Z;5R).
1 -1 1

1. Montrer que P(X) = X3 —4X? +5X — 2 € R[X] est un polyndéme
annulateur de A.

2. Calculer A* pour tout ke N.
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V - Interpolation polynomiale

Dans cette sous-partie, on considéere un entier n € N*, des éléments deux a
deux distincts xj, ..., x, € K. et des éléments y1,..., ), € K. On s'intéresse au
probléme de I'interpolation polynomiale : on souhaite déterminer
I'ensemble des polyndmes P € K[X] vérifiant P(x;) = y; pour tout i € [1, n].
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V - Interpolation polynomiale

Illustration

Dans le cas ou1 K = R, on peut reformuler le probleme de I'interpolation
polynomiale géométriquement : on souhaite déterminer I’ensemble des
courbes représentatives des fonctions polynomiales passant par tous les
points du plan (x1, 1), ..., (X, ¥») € R?. Par hypothése, ces points ont des
abscisses deux a deux distinctes.

\.
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V - Interpolation polynomiale

Hlustration

Sur le graphique ci-dessous, on a placé trois points d’abscisses distinctes et
tracé les courbes représentatives de deux fonctions polynomiales f et g
passant par ces trois points.

y

V3

=Y -
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V - Interpolation polynomiale A - Résolution par un systeme linéaire

d
En écrivant le polynome P sous la forme P= ) _ a;X’, les équations
j=0
précédentes se réécrivent

d .
vie[Ln], ) aixl=y.
=0

Ce systeme d’équations linéaires se réécrit sous la forme matricielle
suivante

1

&) (@) (o

1 d

x2 x2 a; B ¥
1o o xyf\aa) A

En choisissant de se restreindre aux polynomes P e K,_;[X], i.e. en
prenant d = n— 1, on remarque que la matrice du systéme est une matrice
de Vandermonde inversible car x;,..., x;; € K sont deux a deux distincts.
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V - Interpolation polynomiale A - Résolution par un systeme linéaire

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréeme 1
Il existe un unique polynoéme L€ K ,,_1 [X] tel que L(x;) = y;
pour tout i€ [1, n].

Déterminons 'unique polyndme L € C,[X] vérifiant les
équations L(0) = —1, L(1) =2 et L(2) = 3. En écrivant L= aX?+ bX+c, les
équations précédentes sont équivalentes aux systemes linéaires

c = -1
a+b+c = 2
4a+2c+c = 3.

Ce systeme admet comme unique solution (a, b, ¢) = (-1,4,-1),
donc L=-X?+4X-1.
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V - Interpolation polynomiale A - Résolution par un systeme linéaire

Remarque 18

En remarquant que pour tout P € K[X], on al’équivalence
Vie[l,n], Px)=y; <&  Vie[l,n], (P-L(x)=0,

on en déduit que 'ensemble des polyndmes P € K[X] vérifiant P(x;) = y;
pour tout i€ [1, n] sont exactement les polynémes de la forme

n
P=L+Q[](X-xx) avec QeK[X].
k=1
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V - Interpolation polynomiale A - Résolution par un systeme linéaire

Déterminer le polyndme L € C,[X] vérifiant L(—1) =3, L(1) = 1 et L(2) = 3.
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V - Interpolation polynomiale B - Résolution par l'interpolation de Lagrange

Dans cette sous-partie, nous allons voir une autre approche pour résoudre
ce probléeme.

Définition (Polynémes interpolateurs de Lagrange)

Les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés aux
éléments x,...,x, € K sont les polynoémes Ly, ..., L, € K[X] définis par

n X—xk

Vje|l,n|, Li= .

B ng—xk
k#j

Remarque 19

Les polynomes L, ..., L, sont de degré n— 1 et ils sont caractérisés par les
relations

1 si i=j

0 si i#j.

V@, pe1,n]?, Lix)= {
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V - Interpolation polynomiale

B - Résolution par l'interpolation de Lagrange

Exemple 14

Les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés a (x1,x2,x3) = (0,1,2)

sont

_X-
NS

1

_X-
NS

2

ﬂzl)@_ﬁx_,_l,
D0-2) 2~ 2
KO- x2,9x,
0)(1-2)
OX-1) 1, 1

_X-

1
T e-0e-1) 20 2

3

X —=X.
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V - Interpolation polynomiale B - Résolution par l'interpolation de Lagrange

Proposition 12

Soient Ly, ..., L, les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés aux
éléments xj,...,x, € K.

(i) Lafamille & = (14,...,L,) est une base de K,,_1 [X].

(ii) Pour tout P € K,_1[X], les coordonnées de P dans la base %

n
sont (P(xy),...,P(x,)),i.e.ona P= Z P(xz) Ly

k=1
(iii) L'unique polyndome L€ [K,—;[X] tel que L(x;) = y; pour tout i € [0, 1]
n
estL=) yrL.
k=1

Remarque 20

n
En particulier, en considérant P =1 € K,_;[X], on obtient que 1 = Z Ly.
k=1
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V - Interpolation polynomiale B - Résolution par l'interpolation de Lagrange

En appliquant la proposition avec les données de I'exemple précédent, on
en déduit que I'unique polynéme L € C,[X] vérifiant les
équations L(0) = -1, L(1) =2 et L(2) =3 est

L=(-1)L; +2L, +3[3=-X*+4X-1.
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V - Interpolation polynomiale B - Résolution par l'interpolation de Lagrange

On considere les nombres réels x; = —1, x, = 1 et x3 = 2.

1. Calculer les polynomes interpolateurs de Lagrange associés a xi, X2, X3.

2. En déduire le polynome L € C,[X] vérifiant L(-1) =3, L(1) = 1
et L(2) =3.
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